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P1. [Anillos Booleanos]
Sea (A, +,-) un anillo booleano, esto es, (A, +,) es un anillo que verifica a®> = a para todo a € A. Demuestre que:

a) Para todo x € A se tiene que z = —x.

b) (A,+,-) es conmutativo.

¢) Para todo z,y € A se tiene que (z-y) - (z +y) = 0.

d) Ningtn anillo booleano con més de tres elementos es cuerpo. jQue pasa si el anillo tiene dos elementos ?

Solucién 1.
a) Notemos que lo anterior es lo mismo que demostrar que x + 2 = 0. En efecto:
(x+z)=(@+a) =2+ +2°+2° =ov+axt+atz
Luego:
r+r=v+rv+r+c = v+r=0

Que era lo buscado.
b) Veamos que:
(@ +y*) =(e+y) =@ +y)° =@+y)(+y) =" +ay+yz+y°
De esto concluimos que:
O=zy+yr = ay=—yx = (—y)z =yzx
Donde se ocupo la propiedad demostrada anteriormente.

¢) Ocuparemos las propiedades que ya demostramos:
ay(x +y) = zyr + xyy = *y + 2y’ = vy + 2y =0
d) Notemos que si un anillo tiene 3 elementos, alguno de ellos no es ni 0 ni 1. Como el anillo es booleano

tenemos que dicho elemento es idempotente, es decir:

.TQZJ?

2 —x=0
x (r—1)=0
N~ ——
#0 £0

De esto concluimos que este elemento es divisor del cero, y por tanto el anillo no puede ser un cuerpo. Si
el anillo tiene 2 elementos la proposicién falla pues basta con notar que (Zs, +2,2) es booleano.
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P2. [Producto de Cuerpos]
Sea (K, +, ) un cuerpo. Definimos las siguientes operaciones sobre K x K:

(a,0) & (c,d) = (a+¢,b+d) (a,b) & (c,d) = (a-c,b-d)

Se sabe por propiedades de herencia de la estructura producto que (K x K, @, ®) es un anillo conmutativo con unidad
(jno lo demuestre!).

a) Encuentre el neutro para @ y el neutro para ©.
b) Demuestre que V(a,b) € (K x K) \ {Okxxk}:

(a,b) es divisor del 0 <= (a,b) no es invertible

¢) ;Es (Kx K, ®,®) un cuerpo? Argumente.

Solucién 2.
a) El neutro para @ es (0,0), pues:
(a,b) ®(0,0) = (a+0,b+0) = (a,b)
Y el neutro para ® es (1, 1), pues:
(a,0) ©(1,1) =(a-1,b-1) = (a,b)
Obs: Chequeamos solo por un lado, pues la operaciones son conmutativos.
by = (=)

Como (a,b) es divisor del 0, entonces existe (¢, d) # (0,0) tal que (a,b) ® (¢, d) = (0,0). Supongamos
que (a,b) es invertible, luego:

(a,b) © (¢,d) = (0,0) = (a,b)™" @ (a,b) © (¢,d) = (a,0)"' © (0,0) = (¢,d) = (0,0)

Lo que es una contradiccién. Por tanto (a,b) no es invertible.
(=)

Notemos primero que:
(a,b) es invertible
(¢, d), tal que (a,b) © (¢,d) = (1,1)
(e, d), tal que (a-¢,b-d) =(1,1)
de,d ,talquea-c=1yb-d=1
a es invertible y b es invertible
aZ0yb+#0
Donde en el dltimo paso ocupamos el hecho de que los elementos invertibles en un cuerpo son los
distintos de 0. De esto tenemos que si (a,b) no es invertible, entonces a = 0 o b = 0. Pongamonos en
casos:

e Caso 1: (a =0)

Si a = 0, entonces (a,b) = (0,b), luego:

(0,b)® (1,0) = (0-1,b-0) = (0,0)

1reee

Por tanto (a,b) es un divisor del 0.
e Caso 2: (b=0)
Si b =0, entonces (a,b) = (a,0), luego:

(a,0)® (0,1) = (a-0,0-1) = (0,0)

Por tanto (a,b) es un divisor del 0.
Concluimos entonces que en cualquier caso (a,b) es divisor del 0.

¢) No es un cuerpo, pues posee divisores del 0. Por ejemplo (1,0) ® (0,1) = (0,0).
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P3. [Morfismos]
Sea z = a + bi € C, se define el conjugado de un complejo como zZ = a — bi.
Se define f : C — C tal que f(z) = Z. Demuestre que f es automorfismo en (C,+,-)

Solucién 3. PENDIENTE
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P4. [Forma Cartesiana)
Exprese de la forma a + bi los siguientes complejos:

(1 —a)*1 +i)*

Donde si a,b € R, tenemos que |a + bi| = va? + b2.
Obs :
nocion de distancia.

147+

(1 + i)2017

i—1
li — 112+ (1 — 4)2017

lo anterior se conoce como el modulo de un niumero complejo y en virtud del teorema de Pitdgoras es una

Solucién 4. Para el primero tenemos que:

Mientras que para el segundo:

1—1

1 ; -
TR

Y para el tercero:

(1 + Z‘)2017
(1 4,i)2017

Notando que 2017 = 4 - 504 + 1 continuamos:

2-2017

(1—d)*(1 +i)*

_ 450441 _

= (A-9@a+a))*

_ (12_1)4
= ot
16
14+ 1
(3
(t—=1)(i—1)+i
14+ i1
(3
(1—-d)Q+19)+4
244 i—1
144
Ut ar
1+3i+i—1
241
4i(2+4)!
Z,(2+z‘)
|2 + 4|2
9_;
5
4 8.
-+ -t
5 5
(1+l 2017
(I —1a)( 1+z>

( 2017
(2
(5)

22017

(Z‘4)504i — 15047: -
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P5. [Ecuacién con Complejos]
Determine los valores de a,b € R tales que

1
a+ b

2

Y 14
+a—ib T

Soluciéon 5. Notemos primero que para que la ecuaciéon anterior tenga sentido alguno entre a y b debe ser no

a=3/10y b= 9/10.

3a = a? + b*

nulo.

L —1+i
a+ib  a—ib !
afzb'+2(a+'zb) 4

(a +ib)(a — ib)
3a + ib )
popmrTC R
3a +ib )
crp Tt

3a +ib = a® + b* +i(a® + b?)

Igualando partes reales e imaginarias tenemos que:

b=a?+b?

De esto tenemos que 3a = b. Reemplazando esto en la primera ecuacién tenemos que:
3a =a*+9a> = 0=10a> —3a = 0=a(10a — 3)

De donde vemos que la solucién a = 0, lleva a que b = 0 lo que no es solucién de la ecuacién original. Por tanto
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P6. [Ideales]
Sea (A, +, -) un anillo. Un subconjunto I C A se dird Ideal de A si y sélo si:
(i) (I,+) es subgrupo de (4, +).
(ii) Vac A)(Vbel)a-belI ANb-a€l.

(a) Sea F': (A,+, -) — (B,®,®) un morfismo de anillos. Demuestre que la preimagen F~'({0g}) es un Ideal de
A, donde Op € B es el neutro para @ en B.

(b) Sea (A,+, -) un anillo con unidad 1 € A, e I un ideal de A.

1) Demuestre que si 1 € I, entonces I = A
2) Demuestre que si 3z € I invertible para - en A, entonces I = A

Solucion 6.

a) Demostremos que F~1({0}) satisface ambas propiedades.

(i) Queremos demostrar que (F~1({0g}),+) es un subgrupo de (4, +). Es claro que F~1({0}) # 0 debido
aque F(04) = 0p, es decir 04 € F~1({05}). Sean entonces x,y € F~1({05}), es decir F(z) = 0p y
F(y) = 04. Entonces:

Fle+(-y)) = F(z)© F(-y) = F(z) ® [-F(y)] = 05 © (-0B) = 05

Es decir (z + (—y)) € F~1({0}). Por el teorema de caracterizacién de subgrupo tenemos que
(F~1({0}), +) es un subgrupo de (A, +).
(ii) Seaa € Ay be F~1({0}) (es decir F(b) = 0). Notemos que:

F(a-b)=F(a)® F(b)=F(a) ©0p =0p
Es decir (a-b) € F~1({0}). Andlogamente:
F(a-b)=F(b)® F(a) =0 ® F(a) =0p
Como a y b eran arbitrarios concluimos que:
(Vac A)(Ybe F7'({0g})a-beI Ab-ac F 1 ({0B}).

Que es justamente la propiedad buscada.
Como F~1({0p}) satisface las propiedades requeridas para ser un ideal, es uno.

b) 1) Sil e I aplicando la propiedad (i) tenemos que:
MaeA) 1l-a€elha-l€el

Concluimos entonces que si a € A, entonces a € I, es decir A C I. Ademés como (I,+) es subgrupo
de (A, +) tenemos que I C A. Concluimos que I = A.

2) Si 3z € I invertible, como 2! € A, tenemos por la propiedad (ii) que x -x~! € I. Es decir 1 € I,
aplicando lo demostrado en 1) concluimos.
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P7. [Divisores del Cero]
Sea (A, +,+) un anillo conmutativo.

a) Sia € A es un divisor del cero y b € A cualquiera, demuestre que si a - b # 0, entonces a - b es un divisor del
cero.

b) Demuestre que si el producto de dos elementos de A es un divisor de cero, entonces al menos uno de ellos es
un divisor de cero.

Solucién 7.

a) Como a € A es divisor del 0, existe ¢ € A tal que:

a ¢ =0
~ N~
#0  #0

Notemos entonces que si a - b # 0, entonces:

a-b ¢ =bac =0

~ —~—

#£0  #0 =0

De esto tenemos que a - b es un divisor del cero.

b) Sia-b es un divisor del cero, entonces no es cero (y por tanto a,b # 0) y ademds existe ¢ # 0 tal que:
(@a-b)-c=0

Supongamos que a no es divisor de cero (pues si lo fuera estamos listos). Luego como a no es divisor de 0
y a # 0, tenemos que ac # 0 y por tanto:
b -(ac) =0
~
=0 -0

De donde b es divisor del cero. Esto concluye lo pedido.




