
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas Universidad de Chile
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Auxiliar 10: Aplicaciones de la integral

1. Sea f una función que cambia de signo una can-
tidad finita de veces en [a, b] entonces el área
de la función en ese intervalo se calcula como∫ b
a |f(x)|dx

2. Sea f una función diferenciable en [a, b] y
(x, f(x)) la curva que genera su gráfico, enton-
ces la longitud de arco de curva está dada por:∫ b

a

√
1 + f ′2(x)dx

3. Manto de revolución: Sea f : (a, b)→ R, conti-
nua y diferenciable entonces, el área del manto
de revolución en torno al eje OX está dado por:

AOX = 2π

∫ b

a
f(x)

√
1 + (f ′(x))2dx.

4. Consideremos la región R = {(x, y) ∈ R2 : a ≤
x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}, entonces:

El volumen de revolución de R torno al

eje OX es VOX = π

∫ b

a
(f(x))2dx.

El volumen de revolución de R torno al

eje OY es VOY = 2π

∫ b

a
xf(x)dx.

5. Área en coordenadas polares: Sea ρ : [α, β] →
R+ una función integrable, con β − α ≤ 2π y
que define una curva en coordenadas polares
ρ = ρ(φ), entonces el área de la región R =
{(ρ cos(φ), ρ sen(φ)) : φ ∈ [α, β], ρ ∈ [0, ρ(φ)]}
está dada por:

V =
1

2

∫ β

α
(ρ(φ))2dφ

6. Centro de gravedad de una superficie plana:
Si consideramos la misma región R anterior,
entonces las coordenadas del centro de masas
están dadas por:

XG =

∫ b

a
xf(x)dx∫ b

a
f(x)dx

YG =

1

2

∫ b

a
(f(x))2dx∫ b

a
f(x)dx

.

P1. Dada f(x) = 2x− 3x2, determinar la altura de una recta horizontal h para que las áreas de A y B
de la figura sean iguales.
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P2. Considera las funciones f(x) = sen(x) y g(x) = πx− x2 definidas en [0, π].

(i) Pruebe que g(x) ≥ f(x) ∀x ∈ [0, π]
Indicación: Analizar concavidad y con ello deducir el mı́nimo de la función h(x) = g(x)−f(x).

(ii) Calcular el área de la región encerrada por g y f .

(iii) Calcular el volumen de revolución de la región respecto al eje OY .

P3. Calcular el área del toro, es decir del cuerpo generado al rotar una circunferencia de radio r y de
centro en (0, R) (R > r), en torno al eje OX (como en la figura).

P4. Encuentre la función f : [0,∞) → R que cumple que f(0) = 0 y además el largo de la curva desde
0 hasta cualquier punto x es x2 + 2x− f(x).

P5. [Propuesto 1: ] Calcule el largo de la curva y = a cosh(x/a) con x ∈ [0, a].

P6. [Propuesto 2: ] Considere la región de la figura:

Calcule el área del manto generado al rotar la figura en torno al eje X.
Indicación: Separe los tres segmentos y calcule cada área por separado
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