Universidad de Chile

fefm

Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas

MA1101-6 Introduccién al Algebra
Profesor: Martin Matamala
Auxiliar: Matias Azécar Carvajal

Auxiliar 14: Raices de la Unidad y Polinomios

23 de agosto de 2018

Las raices de la unidad son todos los w que satisfa-
cen la ecuacion w™ =1, m € N

Dada la materia de polinomios, saben que hay m
raices (no necesariamente distintas) en C que satis-
facen la ecuacion. Para obtenerlas, nos pasamos a
forma polar.

2nk- 1

Las raices de la unidad tienen forma e~ =, con
ke {1,2,...,n— 1} (Recuerden que e*7%)

Definicién de polinomio: Sea K un cuerpo. Un
polinomio es una funcién p de K en K tal que para
todoz e K :

n
p(z) = ap+ a1z + azz® + ... + aza” = Zakxk
k=0

Dos polinomios son iguales si y solo si tienen los
mismos coeficientes.

El grado de un polinomio es la mayor potencia a la
que estd elevada un x.

Un polinomio se dice moénico si el coeficiente del
x elevado a la mayor potencia es 1 (por ejemplo,
p(r) = 22+2x es ménico. Sin embargo q(r) = 223+5
no lo es).

p(@) +a(x) = 3p_o(pr + ar)z"

p(@) - alx) = St (Shoolps - ax-y)) - o*

gr(p + q) < maz{gr(p),gr(q)}

gr(p-q) = gr(p) +gr(q)

Teorema del Resto: Sea p € K[z] y ¢ € K. El
resto de dividir p por (z — ¢) es p(c).

Raiz de un polinomio: Diremos que ¢ € K es raiz
del polinomio p si p(c) =0

Si ¢ es rafz de un polinomio p entonces (x — ¢)|p

e Sicy,...,ck son raices distintas del polinomio
p, entonces (x —cl) - ... (z — ck)|p(z).

e Si un polinomio p tiene grado n > 1, entonces
p tiene a lo mas n raices distintas.

e Si un polinomio p tiene grado < n y
€1,-..,Cpt1 son raices distintas de p, entonces
p es el polinomio nulo.

e Sean p, ¢ polinomios con grado a lo mas n > 1.
Si p y ¢q coinciden en n + 1 puntos distintos,
entonces p = q

Teorema Fundamental del Algebra Todo poli-
nomio con coeficientes en C y grado n > 1 tiene a
lo menos una raiz compleja.

Si p es un polinomio a coeficientes reales (i.e. p €
R[k]) y 2z € C es raiz de p entonces Z tb es rafz de p.

Si p es un polinomio ménico a coeficientes enteros
aop, - - .,an1 € Z, entonces si p tiene una raiz racional,
esta (en verdad) es entera y divide a ag.

Dicho de otra forma, en este caso, candidatos a
raices del polinomio, son los divisores enteros del
término libre.

P1.- Demuestre que las soluciones de la ecuacién 22 + z + 1 = 0 son (algunas) raices ctibicas de la unidad.

P2.- ) Sean wq,ws,...,w,—1 las n-ésimas raices de la unidad. Pruebe que, Vk € {1,2,...,n — 1}
n—1
D (w)F =0
§=0

b) Seam € {0,1,...,n — 1} y p(z) € Clx] el polinomio de grado m definido por

m
p(x) = Zakxk =ag+arx+...+anz™
k=0
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P3.-

P4.-

P5.-

P6.-

Demuestre que

Dada la ecuacién
> +ar’ +br+a=0, a,beR

determine a y b de modo que x = 2 + ¢ sea una raiz y determine las otras raices.

Sea p(x) un polinomio de grado mayor o igual a 1 y a € R. Demuestre que r es raiz de p(z) si y solo si (r — a) es
raiz de ¢(z) = p(z + a).

Considere el polinomio p(z) = x* + 2. Determine las raices de p y escriba su factorizacién tanto en R[z] como en

Clz]

Considere p € R[z] con gr(p) =5 tal que cumple lo siguiente:

p(l) =12 p(4) =42
p(2) =22 p(5) =5
p(3) =32 p(6) =84

Halle el polinomio p.




