PAUTA CONTROL 1 MA12A-CALCULO
(11.5.98)

Pregunta 1.
1.- El producto A = (:1;2 + yz)(u2 + v2) es igual a
A= (22 £yl + (22 4 y?)? = (22u? + y2u?) + (220 + y?o?)
y también es igual a
A= ((x2u2 + y2v2) + (:1:21)2 + yzuz)) + (2zuyv — 2xuyv)
= (:1;2u2 + 2zuyv + y2v2) + (:1:21)2 — 2zuyv + y2u2)
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Pero, 22u? 4+ 2zuyv + y*v? = (zu+yv)? y ademds x%v? — 2zxuyv + y*u® = (2v — yu)?

Luego A = (zu + yv)2 + (zv — yu)2
2.- Se sabe que (zv —yu)* >0

Asi, A > (zu + yv)?. Aplicando raiz cuadrada se obtiene

Va4 y2e/u? o2 > |ru + yol,

y como |zu + yv| > xu + yv se obtiene la desigualdad.
3.- Para x < 0 la inecuacién queda

|22 —4] —r <~z & |2 —4|<0, 2= -20z=2.
Comozx < 0= o =-2
Para > 0 se tiene la inecuacién |22 — 4| — 2 < «
&l —4]<2z & 20 <2 —4< 22

La primera inecuacién es 22 +22 -4 > 0 & (2 +1)2 > 5 & |z + 1| > V5 que tiene
como solucién

] — o0, V5 —1]U V5 —1,400], pero z > 0,

Luego la solucién de esta inecuacion es [v/5 — 1, +o0].
La segunda inecuacién es 22 — 2z —4 < 0 & (x — 1)2 <5

& |z — 1] < /5, que tiene como solucién el intervalo
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[—V5 +1,V5 + 1]. como x > 0 esta solucién es [0, V5 + 1]

Para que 7 satisfaga |v? — 4| < 2z debe satisfacer simultdneamente, 2% + 2z — 4 >
0y 22—-22-4< 0

Asi, la solucién a la inecuacién |22 — 4| < 2z es la interseccién de [0, /5 + 1]

con [v/5 — 1, +occ[, que es [vV5 — 1,v5 + 1]

Asi, la solucién de la inecuacién original para = > 0 es [v/5 — 1,5 + 1].
Por lo tanto la solucién global es [v/5 —1,v/5 + 1] U {—2}.

Pregunta 2. El Conjunto A esigual a

1.-
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Este conjunto posee sup, inf, min y max dados por
inf(A):%:min(A)ysup(A):4—|—11—6:maXA
2.-

a El conjunto es no vacio pues 0 € A, en efecto, 0 >0y 0 = 0% < 2.

b Estéd acotado superiormente por 2, pues si z € A,z > 0y 2? < 2 luego 2% <
4y x>0asi x <2. Por Axioma del Supremo, el supremo de A existe.

¢ La primera propiedad dada dice que: un niimero a > 0 tal que a® < 2 no puede
ser cota superior. Luego [? > 2. Supongamos que [? > 2. La segunda propiedad
dice que existe 0 < ¢ < [ tal que ¢? > 2 Este ¢ es una cota superior de A, En
efecto, para > 0 z? < 2 < ¢? Se concluye que z > ¢ para = € A. Ademsés,
[ > ¢y I no seria supremo. Concluimos que [? = 2.



Pregunta 3.

1.- La condicion para que la elipse y una recta y = ma sean tangentes es que el sistema

_ 2
(1) z_j + _(yb2d) =1
(2) mz =y
Tenga solucion Unica en z,y

Reemplazando (2) en (1) se obtiene:

2 _d2
%4.% = 1¢>bzx2+a2(mx—d)2:a262

& (62 + 6127712)91;2 —2a°mdx + a*d® = a*b*

Para que esta ecuacion tenga solucién unica imponemos que su discriminante sea 0,
esto es,

da*m?d? = 4(62 + azmz)(azal2 — azbz) = a?m?d? = (62 + azmz)(al2 — bz)

La condicién sobre m para que esto ocurra es:

a2m2d2 — bZ(dZ o bZ) —|—a2m2(d2 o bZ) — bZ(dZ o bZ) —|—a2m2d2 _GZmZbZ

= 52(d2_62_a2m2) — 0
Asi, m debe satisfacer a’*m? = d* — b* = my = d2a—b2 v my = — \/dzﬁ
Para que las tangentes sean perpendiculares imponemos que mymg = —1

y vemos cual es el valor de d.

VBT ol =a?+t =d=+Va2 1 52

a2
Como deseamos d > 0, concluimos d = v a? + b?
2.- La tangente a la pardbola en P = (x¢,y0) es yyo = 2p(x + ).

Esta corta al eje OY en el punto B = (0, «) donde « satisface ayy = 2p(xg).
Como el punto (0,0) no es considerado en este andlisis y es el tinico con coordenada
z0=0 o yo =0,



2
tenemos o = %

La tangente corta al eje 0X en el punto A = (,0) con 3 satisfaciendo
0=2p(f+x0) & = —ux0.

Luego
2pz0
A=(-20,0) vy B=(0, )
y0
El punto medio tiene coordenadas x,y dadas por x = =5°; WOO =y como yZ =
2_2 2_2 _
pro obtenemos que y? = pygo = Zpig = p%o — o 4295) = —LF

Luego el lugar geométrico es parte de la pardbola de ecuacién y>

parabola tiene su vértice en (0, 0), directriz de ecuacién & = é y foco en (—£,
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