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P1. Sean A y B subconjuntos no vacios de R, los cuales verican las siguientes propiedades:

a) AuB=R. b) Todo elemento de A es menor que todo en B.

Demuestre que existe un real o que es simultdneamente cota superior de A y cota inferior de B. Pruebe,
ademas, que dicho nimero real « es tinico.

Como A es no vacié y acotado superiormente (basta tomar algin elemento de B, como cota superior),
por lo tanto por axioma del supremo se tiene que s = sup(A), por ende Va € A,a < s, falta probar que
Vb e B,s < b, esto es directo, pues todo b € B, cumple que es cota superior de A y como s es el suprempo,
se tiene que es la menor de las cotas, es decir, s < b, Vb € B, este es nuestro a.

Para probar que es tnico, supongamos que existen 2 diferentes, s1, so tal que:
S1 + S2

Ya € A,Vb € B, a < 81 < 83 < b, notemos que a < s1 < < s9 < b, con esto se tiene que
S1 + S9
2

como A u B =R, se tiene que:

¢ A U B (pues es mayor estricto que todos los de A y menor estricto que todos los de B), pero

S1 + S9

¢ R, lo que es una contradicciéon. Finalmente « tnico.

P2. En este problema usted demostrar a que todo conjunto A acotado inferiormente y no vacio posee infimo,
el cual se relaciona con el supremo de —A, donde —A = {y = —z : x € A}
Para ello se pide lo siguiente:
a) Considere el caso particular A = (—1,0] u [1,00). En este caso, encuentre —A, sup(—A) e inf(A).

|—A = (—0,—1] U [0,1), inf(4) = —1 y sup(—A4) = 1

b) Demuestre que si ¢ es una cota superior arbitraria de —A, entonces —c es cota inferior de A.

Si ¢ es cota superior, entonces V —a € —A, se cumple que: —a < ¢ o equivalentemente, V—a € —A,a = —c
o equivalentemente VYa € A,a = —c, por lo tanto —c es cota inferior de A.

¢) Demuestre que si s = sup(—A) entonces —s es infimo de A. Con esto habrd demostrado que cuando A
es no vacio y acotado inferiormente siempre existe su infimo.

Como s es sup(—A), entonces s es cota superior de —A, por lo tanto se tiene por la parte anterior que —s
es cota inferior de A, ahora solo falta probar que es la mayor de las cotas.

Supongamos que existe una cota inferior mayor llamemosla I, entonces se cumple que Va € A, —s < I < a
y multiplicando por —1, se obtiene que:

V—ae—A,s > —I = —a, pero esto contradice que s es supremo de —A, por lo tanto —s es la mayor de
la cotas inferiores de A, es decir, el infimo de A
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P3. Pruebe que:

a) inf{ljne N} =0

1

Se puede notar que 0 < —, por lo tanto es cota inferior, ahora falta demostrar que es la mayor de las
n

cotas. Supongamos que existe una cota mayor:

reR 0<r<—,Ynel.
n
Por densidad de que se tiene que Pe Q tal que:
q

1
0<? <y < —,Vn € N y esto implica:
q n

1 1 1 1
0<-< Ly < —,Vn € N lo que es una contradiccién, pues — < r < —, por lo tanto 0 es el infimo.
q q

qa q n

b) sup{;iglne N} =1

n
Comon<n+1= p—] < 1, por lo tanto 1 es cota superior:
n

Supongamos que existe una cota mas pequena:
n
r € R tal que Vn € N, " < r < 1, por densidad de QQ se tiene que:
n

Pe Q tal que:
q

-1
Vn 1 < p_4a—- < 1, lo que es una contradiccién (similar a la parte a)), por lo tanto 1 es
n
supremo. e e

c) sup{g € Ql¢*> <3} =3

Como ya probamos en la clase pasada A € B = sup(A) < sup(B), por lo tanto:

sup{q € Q|¢?> < 3} < sup{q € R|¢> < 3} = /3, por lo tanto falta solo probar que es la menor de la
cotas. Suponiendo que existe un 7 € R tal que Yq € {q € Q|¢> < 3},¢ < r < +/3,por densidad esto
implica que, existe un ¢ € @ tal que:

Vge {ge Q|¢®> < 3},q <r < g2 < /3 elevando al cuadrado:

q®> < r? < ¢ < 3y por lo tanto se contradice que r es cota superior pues g2 € {qg € Q|¢*> < 3}. Por
ende 1/3 es supremo.

P4. Use la denicién de convergencia de una sucesion para demostrar las siguientes igualdades.

) i 2n—5

a) lim =

2n—7
Sea € > 0.
2n —5 _2n—5 2n—7_ 2 B 1 < 1
m—7 | [2n—=7 2n—7| 2n—7 n-I n—-4

Por arquimediana se tiene que Vr > 0 existe ny € N tal que Yn > n; se cumple que — < r Por lo

SEE

tanto tomando r = ¢, se tiene que sea ng = ni + 4, se tiene que Vn = ng <= Vn —4 = ny, por lo
tanto se tiene que:

2n 1
2n—7

<e
n—4

Ve > 0, ng = n1 + 4, tal que

_1‘:
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2n? +1
m_ e
3n2+6n+2
Sea € > 0.
2n® + 1 2‘_

2
b) i =

2n? + 1 2n? + 4n + 3
3n2+6n+2 3n2+6n+2

2 +6n+2 3

_ 43 _dnt2 2
S 3n?+46n+2 302 n

Por arquimediana se tiene que Vr > 0 existe n; € N tal que Vn > n; se cumple que — < r Por lo
n

3 . .
tanto tomando r = > se tiene que sea ng = n, se tiene que V¥n = ng <= Vn = ny, por lo tanto se

tiene que:
2n? + 1 20 2 €
Ve >0 = tal —— - Tl go2-=
£ 7 0=, A g 6 + 2 3‘ nS%7F
) lima /4 + L 2
¢) lim — =
2n
Sea ¢ > 0.
4+ L + 2 4 + L 4
1 1 on 2n = 1
44— —2|=hW/4+—-2 = = n <=
2n 2n 1 1 3n2+6n+2 n
4+ —+2 4+ —+2
2n 2n

1
Por arquimediana se tiene que Vr > 0 existe n; € N tal que Vn = n; se cumple que — < r Por lo
n

tanto tomando r = ¢, se tiene que sea ng = nq, se tiene que Vn = ng <= Vn = nq, por lo tanto se

tiene que:
1 1
4/4+—2’<<5
2n n

Ye > 0, ng = n1, tal que

P5. Demuestre que v/5 es irracional.

Suponiendo que es racional:
Vb = E, con p,q € N dos co-primos.
q

p2

=5=">5= p? = 5¢°> = p = 51,1 € N, pues debe ser miltiplo de 5. Con esto reemplazando se tiene que:
q

p? =5¢° — 2512 =5¢> < 5p? = ¢®> = q = 5r,7 € N, pues q debe ser miltiplo de 5.

Lo que es una contradiccién, pues ambos son divisibles por 5, por lo tanto no serian primos relativos.




