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P1. Un emisor emite una señal de tamaño θ (consante) de tal forma que el receptor recibe
Y = θ +X con X ∼ N (0, 4).

a) Como θ es desconocido para el receptor, éste toma una M.A.S. Y1, · · · , Y15 obteniendo
Ȳ = 15. Construya un intervalo de confianza del 90% para θ.

b) ¿Con qué confianza está construido el intervalo dado por (14,5, 15, 5)?
c) El emisor afirma que su señal θ es mayor a 14,5. ¿Qué puede concluir?
d) El emisor envía la señal dos veces (de forma independiente). Calcule la probabilidad de

que las señales recibidas difieran en menos de una unidad.

P2. Se le ha encargado hacer un estudio acerca de la concentración de metano en un cierto
depósito. La variable a estudiar se modela como una N(µ, σ2).

a) El dueño del depósito le proporciona σ2. Usando TCL y 50 muestras, calcule la proba-
bilidad de que la concentración media sea mayor a un valor C.

b) Por un despiste, usted pierde el dato que le proporciono el dueño. Por esto, usted toma 20
nuevas muestras y obtiene un promedio de 100 y una desviación estandar de 4. Obtenga
intervalos de confianza para µ y σ2 al 95%.

P3. En un laboratorio se desea estudiar la variabilidad de las mediciones tomadas en un complejo
experimento.
Se tomaron 6 mediciones:

9, 54 9, 61 9, 32 9, 48 9, 70 9, 26

Suponiendo que ellos provienen de una distribución normal, obtenga un intervalo de confianza
de la varianza σ2 al 90%.
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Sean N y n el número de elementos en
una población y una muestra rspectiva-
mente. Si el muestreo se realiza de ma-
nera que cada una de las

(N
n

)
posibles

muestras tiene la misma probabilidad
de ser elegida, entonces decimos que es
un muestreo aleatorio simple.

Además definimos un Estadístico a
cualquier función T (X) que dependa
sólamente de una muestra dada.

Dada y1, y2, · · · , yn una muestra de ta-
maño n, definimos la media muestral
como:

ȳ = 1
n

n∑
i=1

yi

También definimos la varianza muestral
S2 como:

S2 = 1
n− 1

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

Sean Y1, · · · , Yn una muestra aleatoria
de tamaño n, de una distribución nor-
mal con media µ y varianza σ2. Enton-
ces Ȳ está distribuída normalmente con
media µȲ=µ y varianza σȲ 2=σ2/n.

T.C.L: Teorema central del límite.
Sean Y1, , Yn v.a.i.i.d. con E(Yi) = µ y
V ar(Yi) = σ2 <∞. Definamos:

Un = Ȳ − µ
σ/
√
n

Entonces la función de distribución de
Un converge a la distribución normal es-

tándar N (0, 1) cuando n → ∞, inde-
pendiete de la distribución inicial que
puedan tener Yi.

Funciones importantes:

1. Si X ∼ N (µ, σ2) con µ desconoci-
do y σ conocido, entonces:

X̄ − µ
σ/
√
n
∼ N (0, 1)

Es una buena función para un in-
tervalo de confianza para µ.

2. Si ahora X ∼ µ, σ∈, pero, ni µ ni σ
son conocidos, y sea S2 la varian-
za muestral de una M.A.S. de X
de tamaño n. Entonces:

X̄ − µ
S/
√
n
∼ Tn−1

Es una buena función para un in-
tervalo de confianza para µ. Donde
Tn−1 es la distribución t-Student
con n− 1 grados de libertad.

3. Si X ∼ N (µ, σ2), con µ y σ desco-
nocidos, y sea S2 la varianza mues-
tral de una M.A.S. de X de tama-
ño n. Entonces:

(n− 1)S2

σ2 ∼ χ2
n−1

Es una buena función para un in-
tervalo de confianza para σ2. Don-
de χ2

n−1 es la distribución de Chi
cuadrado con n−1 grados de liber-
tad.
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Soluciones:

P1. a) El objetivo de esta parte es tratar de tener una idea del valor del parámetro θ, como no-
sotros sólo podemos ver las observaciones Yi (señal con cierto ruido que nos hace perder
precisión sobre theta), trataremos de dar un intervalo en que θ estará con alta probabi-
lidad. Notemos lo siguiente: como (Yi)ni=1 es una M.A.S., cada una de las observaciones
es independiente de la otra. Además:

E(Yi) = E(θ +X) = E(θ) + E(X) = θ + 0 = θ <∞

σ2 = V ar(Yi) = V ar(θ) + V ar(X) = 0 + 4 = 4 <∞

Como los parámetros de distribución de Yi son finitos para cada observación, podemos
concluir, por el T.C.L (ver resumen) que, con n = 15, E(Yi) = θ y σ2 = 4:

U = Ȳ − θ
2/
√

15
∼ N (0, 1)

Por lo tanto, sabiendo la distribución de U , podemos encontrar un intervalo de gran pro-
babilidad (poque ahora podemos calcular esa probabilidad) para U . Como U depende
de θ, encontraremos un intervalo para θ.

Como la distribución de U , la normal estándar, es una distribución simétrica centra-
da en el valor esperado 0, que tiene la forma:

Figura 1: Densidad de la distribución normal estándar.

Entonces un ’buen intervalo’ es uno que abarque aquellos valores que poseen la mayor
cantidad de valor en la densidad, un intervalo centrado en la media.
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Es decir, dos valores Z1 y Z2 tal que U ∈ [Z1, Z2] con 90% de probabilidad:

P(Z1 < U < Z2) = 0,9 (1)

Ocupando la simetría respecto al 0 de la distribución normal, podemos asumir que
Z1 = −Z2, además sabemos que estos zeta dependerán de la prbabilidad pedida:

P(−Z2 < U < Z2) = 0,9 ⇒ P(U < −Z2) + P(Z2 < U) = 1− 0,9 = α

Pero, nuevamente por la simetría, tenemos que P(U < −Z2) = P(Z2 < U), entonces
tenemos que:

P(Z2 < U) = α

2 (2)

La intuición detrás de esto es: tengo un intervalo sobre una distribución simétrica, por
lo tanto, la probabilidad que dejo afuera del intervalo la distribuyo ’hacia las colas’ en
la mimsma cantidad, α/2 para cada lado.

Figura 2: Densidad normal, con colas de α/2.

Ahora busquemos un Z que haga lo que estamos pidiendo, a este valor le llamaremos Zα
2

pues ahora depende de esta probabilidad. Para esto utilizaremos la Tabla de distribución
normal estándar.

Cómo ocupo la tabla?

En el centro de la tabla aparecen las probabilidades (Figura 3) y en la primera co-
lumna y primera fila de la tabla aparece una forma aproximada del valor que acota por
debajo al estadístico con tal probabilidad (Figura 4).
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Figura 3: Probabilidades indicadas en la tabla normal.

Figura 4: Valores de Z en la tabla.
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La relación entre los valores mostrados en la Figura 4 y la figura 3 es la siguiente: La
suma de la coordenada horizontal y vertical de la tabla (Figura 4) es el valor Za que
acota al estadístico con probabilidad a (mostrada en la Figura 3).

U ∼ N (0, 1) ⇒ P(Za < U) = a (3)

Por ejemplo, en la Figura 5, sale marcada la probabilidad 0,2877, sobre ella aparece el
valor 0,06 y hacia la derecha, el valor 0,5, luego como 0,5 + 0,06 = 0,56, entonces el
estadístico U es acotado por 0,56 con probabilidad 0,2877.

Figura 5: Ejemplo

⇒ P(0,56 < U) = 0,2877

Luego concluímos que Z0,2877 = 0,56. Por lo tanto, para encontrar los valores Z sólo
basta encontrar la probabilidad pedida en la tabla.

Qué ocurre cuando no encuentro el valor que busco?

Como las probabilidades son valores contínuos entre 0 y 1, es posible que querramos
encontrar valores que no aparecerán en la tabla, en ese caso podemos seguir de dos
formas:

Elijo el valor de la tabla qué se encuentre más cerca de la probabilidad que busco.
Si hay 2 valores que se encuentran a la misma distancia de la probabilidad buscada,
promedio los Z´s asociados a esas dos probabilidades.

Volvamos a nuestro problema, teníamos que buscar un Zα
2
que cumpliera la ecuación

(2):
P(Zα

2
< U) = α

2
Recordando que α = 1− 0,9 = 0,1, entonces α/2 = 0,05. Así, con la tabla, buscamos la
probabilidad 0,05 y su Z0,05 asociado. El problema es que esta probabilidad no aparece
en la tabla, por lo tanto proseguimos con buscar las probabilidades que más se acerquen.
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Figura 6: Valor 0.05 en la tabla normal.

Vemos que los Z’s más cercanos al valor 0.05 son 1.64 y 1.65, por lo tanto:

Zα
2

= Z0,05 = 1,64 + 1,65
2 = 1,645

Reemplazando en la ecuación inicial, ecuación (1):

P(−Zα
2
< U < Zα

2
) = 0,9

⇒ P(−1,645 < U < 1,645) = 0,9

⇒ P(−1,645 < Ȳ − θ
2/
√

15
< 1,645) = 0,9

⇒ P(−2 · 1,645√
15

− Ȳ < −θ < 2 · 1,645√
15

− Ȳ ) = 0,9

⇒ P(Ȳ − 2 · 1,645√
15

< θ < Ȳ + 2 · 1,645√
15

) = 0,9

Entoces ganamos el intervalo para θ de la forma [Ȳ − 2·1,645√
15 , Ȳ + 21,645√

15 ], reemplazando
el valor encontrado de Ȳ = 15.

θ ∈ [14,15 , 15,85] Con 90% de probabilidad.

b) Para conocer la confianza1 utilizada en este intervalo es necesario calcular la siguiente
probabilidad:

P(θ ∈ [14, 5; 15, 5]) = p

1 La confianza es la probabilidad de estar seguro de encontrar el parámetro en ese intervalo. En la parte a), el nivel
de confianza que nos pedían de tal intervalo era de 90%.
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Entonces p será la cantidad de confianza del intervalo.
Notemos que el intervalo dado por [14, 5; 15, 5] está en función de Ȳ cuando toma el
valor 15:

θ ∈ [14, 5; 15, 5]⇒ θ ∈ [15− 0, 5; 15 + 0, 5]

⇒ θ ∈ [Ȳ − 0, 5; Ȳ + 0, 5]

Como ya tenemos una noción de la distribución de Ȳ podemos calcular:

P(Ȳ −0,5 < θ < Ȳ +0,5) = P(−0,5 < Ȳ −θ < 0,5) = P(−0,5 ·
√

15
2 <

Ȳ − θ
2/
√

15
<

0,5
√

15
2 )

= P(−0,97 < U < 0,97)

Si tomamos el valor Zβ = 0,97, podemos escribir la probabilidad anterior como:

P(−Zβ < U < Zβ) = 1− 2β

Como U ∼ N (0, 1), ocupamos la tabla nuevamente para encontrar la probabilidad β
asociada a 0,97.

Figura 7: Probabilidad asociada a 0.97.

Entonces β = 0,1666.

P(θ ∈ [14, 5; 15, 5]) = P(−0,97 < U < 0,97) = 1− 2 · 0,1666 = 0,6668

La confianza del intervalo [14, 5; 15, 5] es del 66,68%.
c) Busquemos la probabilidad de que la señal θ sea mayor a 14,5:

P(14, 5 < θ) = P(15− 0,5 < θ) = P(Ȳ − 0,5 < θ) = P(−0,5 < θ − Ȳ )

= P(Ȳ − θ < 0,5) = P( Ȳ − θ
2/
√

15
<

0,5 ·
√

15
2 ) = P(U < 0,97) = 1− P(0,97 < U)

Sólo hace falta buscar en la tabla de distribución normal, la probabilidad asociada al valor
0,97. Tal probabilidad ya la habíamos encontrado en la parte b) y había sido nombrada
con la variable β, con valor β = 0, 1666. Finalmente:

P(14, 5 < θ) = P(U < 0,97) = 1− P(0,97 < U) = 1− β = 1− 0,1666 = 0,8334
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La probabilidad de que θ sea mayor a 14,5 es del 83,34%, por lo tanto el emisor está
entregando información con alta probabilidad de acierto.

d) Como Y depende de una constante y una variable normal, podemos asumir que la dis-
tribución de Y es normal (por ser una traslación de una normal), con media E(Y ) = θ
y varianza V ar(Y ) = 4 (visto en la parte a). Entonces el nuevo caso se trata de dos
variables Y1 e Y2 ∼ N (θ, 4). Como sabemos que la suma y ponderación de variables
normales, es tora variable normal, calculemos los parámetros de la variable T = Y1−Y2:

E(T ) = E(Y1 − Y2) = E(Y1)− E(Y2) = θ − θ = 0

V ar(T ) = V ar(Y1 − Y2) = V ar(Y1) + V ar(Y2) = 4 + 4 = 8

Entonces T = Y1 − Y2 ∼ N (0, 8).

La condición que nos piden es que estas dos señales difieran en menos de una unidad, de
forma más formal, esto es |Y1 − Y2| < 1:

P(|Y1 − Y2| < 1) = P(−1 < Y1 − Y2 < 1)

Para seguir con este ejercicio ocuparemos el siguiente resultado que facilitará el cálculo:

Si: X ∼ N (µ, σ2) ⇒ X − µ
σ

∼ N (0, 1)

Así, si T ∼ N (0, 8) entonces tenemos que T/
√

8 ∼ N (0, 1). Con esto, podemos hacer lo
siguiente:

P(|Y1 − Y2| < 1) = P(−1 < Y1 − Y2 < 1) = P(−1√
8
<
Y1 − Y2√

8
<

1√
8

)

= P(−1√
8
<

T√
8
<

1√
8

) = P(−0,35 < U < 0,35)

Donde U es la variable normal estándar que hemos estado ocupando en los pasos ante-
riores. Nuevamente acá podemos ocupar la tabla de distribución normal para calcular la
probabilidad asociada. Si Zγ = 0,35, entonces la probabilidad buscada buede ser resuelta
por:

P(−Zγ < U < Zγ) = 1− 2γ

Figura 8: Probabilidad asociada al valor normal 0.35
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Obtenemos el valor γ = 0,3632, finalmente calculamos la probabilidad pedida.

P(|Y1 − Y2| < 1) = P(−0,35 < U < 0,35) = 1− 2 · 0,3632 = 0,2736

P2. a) Sea (Xi)ni=1 una M.A.S. de tamaño n de la concentración de metano en el depósito.
Como σ2 y µ son valores finitos, por T.C.L.:

X̄ − µ
σ/
√
n
∼ N (0, 1)

Entonces, buscar la prpobabilidad de que la media sea mayor que un valor C es equiva-
lente a:

P(C < µ) = P(X̄−µ < X̄−C) = P(X̄ − C
σ/
√
n
<
X̄ − C
σ/
√
n

) = P(U <
X̄ − C
σ/
√
n

) = 1−P(U >
X̄ − C
σ/
√
n

)

Donde U ∼ N (0, 1). Dado que n = 50, σ es un valor dado (enunciado), X̄ es un valor
calculable a través de la muestra y C es una constante conocida, el valor cota de esa
probabilidad es calculable y puede ser encontrado en la tabla de distribución normal
estándar. Supongamos que βX̄,C es ese valor, entonces:

P(C < µ) = 1− P(U >
X̄ − C
σ/
√

50
) = 1− βX̄,C

b) Como ya no poseemos el parámetro σ, tendremos que reemplazarlo por su estimador
de la muestra, es decir, S2. Por perder este parámetro, nuestra estimación tendrá que
recurrir a otra distribución que modele mejor el problema considerando el dato faltante.

Sabemos, por la parte anterior que :

X̄ − µ
σ/
√
n
∼ N (0, 1)

Pero al momento de reemplazar el dato faltante por su estimador, es decir, σ2 → S2, la
distribución cambia por una T de student:

X̄ − µ
S/
√
n
∼ Tn−1

Con los nuevos datos entregados, tenemos una muestra de n = 20 datos, cuyo promedio
muestral es X̄ = 100 y varianza muestral S2 = 4. Busquemos un intervalo para µ me-
diante la Tn−1 de Student.

Al igual la distribución normal, la distribución Tn−1 de student es simétrica2 respecto
al cero, bajo estos supuestos, podemos encontrar un α tal que el intervalo de confianza
1−α sea [−tα

2
, tα

2
], con tα

2
el valor asociado a α

2 en la tabla t-student. Con esto tenemos

2 Como es simética, distribuímos α/2 a ambas colas de la distribución.
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que:

P(−tα
2
<
X̄ − µ
S/
√
n
< tα

2
) = 1− α

Como nos piden que el intervalo tenga confianza de 95%, haremos que 1 − α = 0,95,
es decir, α = 0,05. Como α/2 = 0,025, busquemos t0,025 en la tabla de t-student de
n− 1 = 20− 1 = 19 grados de libertad3.

Figura 9: Valor de la t de student para α = 0,025 y 19 grados de libertad.

Entonces t0,025 = 2, 093, con esto calculamos nuestro intervalo de confianza.

P(−2,093 < X̄ − µ
S/
√
n
< 2,0,93) = 0,95⇒ P(−2,093 < 100− µ

2/
√

20
< 2,093) = 0,95

⇒ P(−2 · 2,093√
20

< X̄−µ < 2 · 2,093√
20

)0,95⇒ P(100−2 · 2,093√
20

< µ < 100+2 · 2,093√
20

) = 0,95

En conclusión, el intervalo [99, 06; 100, 93] contiene a µ con 95% de confianza.

Qué ocurre con la estimación de σ2?

Como nunca pudimos obtener un valor fijo para µ, el estadístico anterior no nos sir-
ve para despejar σ2. Esta vez ocuparemos la distribución χ2 (’Chi cuadrado’) para crear
el intervalo en que encontraremos a σ2.

3 A diferencia de la tabla para la normal estandar, la tabla de t de student tiene los valores T al centro de la tabla,
no las probabilidades (ver ejercicio 1).
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Ocuparemos la siguiente función que distribuye como Chi:

(n− 1)S2

σ2 ∼ χ2
n−1

En este caso no tenemos una distribución simétrica, por lo tanto aculuramos toda la
probabilidad en la de las colas de la distribución (cola derecha). Si Y ∼ χ2

n−1 entonces
la tabla de chi-cuadrado nos entrega el siguiente valor:

P(Y > yα) = α

Para un α a elección, como nuestra función distribuye χ2
n−1 y la probabilidad del intervalo

nos pide 95% de confianza, tomamos α = 0,95

P((n− 1)S2

σ2 > yα) = α = 0,95

Entonces busquemos en la tabla4 de chi-cuadrado aquel dato que entrega una probabi-
lidad de 0.95 con n− 1 = 19 grados de libertad.

El resultado es y0,95 = 10,12, y lo reemplazamos en nuestra probabilidad:

P((n− 1)S2

σ2 > 10,12) = 0,95⇒ P(19 · 4
σ2 > 10,12 = 0,95

⇒ P( 76
10,12 > σ2) = 0,95⇒ P(7,5 > σ2) = 0,95

Por último, como la varianza es un valor positivo entonces, gratuitamente, σ2 está aco-
tado inferiormente por 0. Finalmente:

σ2 ∈ (0; 7,5) con 95% de confianza.

P3. Ocuparemos la distribución de chi-cuadrado para crear un intervalo de alta confianza para el
parámetro σ2. la función a ocupar será:

(n− 1)S2

σ2 ∼ χ2
n−1

Donde n es la cantidad de datos de la muestra (n = 6 en este caso) y S2 es la varianza
muestral, calculada de la forma:

S2 = 1
n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2

Por lo tanto, para un valor α dado, la tabla entrega otro valor, yα tal que cumpla que:

P((n− 1)S2

σ2 > yα) = α

Como el intervalo requerido es de un 90%, haremos que α = 0,9. Así, revisando la tabla de

4 La tabla de chi-cuadrado tiene el mismo funcionamiento que la tabla t de student.
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chi-cuadrado con n− 1 = 5 grados de liberad, obtenemos que yα = 1,61.

Reemplazamos este valor para calcular nuestro intervalo:

P((n− 1)S2

σ2 > 1,61) = 0,9

Finalmente, con los datos podemos verificar que x̄ = 9,485 y S2 = 0,02855.

Así, P(5 · 0,02855/1,61 > σ2) = 0,9, como la varianza es siempre positiva, tenemos que 0
es cota inferior de σ2:

σ2 ∈ (0; 0, 089) Con 90% de confianza.
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