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Auxiliar 1: Subsucesiones y continuidad

RESUMEN SEMANA 1

Definición 1 (Subsucesión). Sea (sn) una su-
cesión. Sea f : N → N una función estricta-
mente creciente. Llamaremos subsucesión de
sn generada por f, a la sucesión (un) definida
por:

un = sf(n)

Teorema 1 (Caracterización de convergen-
cia). Sea (sn) una sucesión y ` ∈ R. Entonces:

sn → ` ⇐⇒ sf(n) → `,∀sf(n) subsucesión de (sn)

Teorema 2 (Bolzano-Weierstrass). Toda su-
cesión acotada tiene al menos una subsucesión
convergente.

Definición 2. Sea f : A ⊆ R → R y x ∈ A.
Diremos que f es una función continua en el
punto x si

∀(xn) ⊆ A, xn → x =⇒ f(xn)→ f(x)

Teorema 3 (Álgebra de funciones continuas
en un punto). Sean f : A ⊆ R → R y

g : B ⊆ R → R dos funciones continuas en
x ∈ A∩B. Las siguientes funciones son conti-
nuas en x:

1. f + g

2. f − g

3. λf , λ ∈ R

4. f · g

5. f
g
, cuando
g(x) 6= 0.

Teorema 4 (Composición de continuas). Sean
f : A ⊆ R → R y g : B ⊆ R → R dos funcio-
nes. si f es continua en x ∈ A y g es continua
en f(x) ∈ B, entonces g ◦ f es continua en x.

Teorema 5. Sea f : A ⊆ R→ R y x ∈ A. f es
continua en x ssi se cumple que ∀ε > 0, ∃δ >
0, ∀x ∈ A,

|x− x| ≤ δ =⇒ |f(x)− f(x)| ≤ ε

Definición 3. f : A ⊆ R → R. Si f es conti-
nua ∀x ∈ A, diremos que f es continua.

P1.- i) Demuestre que la sucesión an = cos
(
nπ
2

)
no converge.

ii) Sea (sn)n∈N una sucesión tal que las subsucesiones s2n, s2n+1 y s3n convergen. De-
muestre que sn converge.

iii) (Propuesto) Sea (an)n∈N una sucesión no acotada. Demuestre que existe una sub-
sucesión ank

tal que |ank
| → ∞.

P2.- i) Demuestre que la función f : R → R definida por f(x) = x2 + 2x es continua en el
punto x = −1 usando la caracterización ε− δ.

ii) Una función f se dice que es Lipschitz, si cumple que

∃L > 0, ∀x, y ∈ Dom(f), |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|

Demuestre que toda función Lipschitz es continua.

P3.- i) Sea f : R → R una función continua tal que f(x) = f(2x),∀x ∈ R. Demuestre que
f es constante.
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ii) Sea f : R→ R la función definida por

f =


(x− β)4 x<0

α x=0
sen(2x)
ln(x+1)

x>0

Argumente por qué f es continua en los intervalos (−∞, 0) y (0,∞) y determine los
valores de α y β para que la función sea continua en x = 0.

P4.- (Propuesto) Sean f, g : R→ R funciones tal que f es una función continua en a ∈ R y
g cumple que ĺım

x→b
g(x) = a. Demuestre que ĺım

x→b
f(g(x)) = f(a).

Indicación: Recuerde que ĺım
x→α

f(x) = β ⇐⇒ ∀(sn)n tal que sn → α, f(sn)→ β.
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