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Pregunta 1 Se nos presenta la parametrización ~r(t) = (a cos(t), a sen(t)), con t ∈ [0, 2π] y |a| > 0.

P1 (a) Se pide mostrar si es que la parametrización es suave, cerrada, simple o regular.

Referido a cada elemento pedido:

Sobre si es suave, basta notar que a cos(t) y a sen(t) son funciones de clase C1, ya que estas forman las
coordenadas de ~r(t), se tiene que ~r ∈ C1, por lo que la parametrización es suave.

Sobre si es cerrada, notar que ~r(0) = (a cos(0), a sen(0)) = (a, 0) y ~r(2π) = (a cos(2π), a sen(2π)) = (a, 0),
por lo que efectivamente ~r(0) = ~r(2π), lo que implica que la curva es cerrada.

Sobre si es simple, notamos que no lo es ya que ~r no es inyectiva, esto ya que existen t1 = 0 y t2 = 2π
tales que t1 6= t2 y ~r(t1) = ~r(t2), esto es una consecuencia directa de que la curva sea cerrada.

Sobre si es regular, notemos que efectivamente es suave, y solo basta verificar que ∀t ∈ I, ~r(t) 6= 0, en
efecto, ~r ′(t) = (−a sen(t), a cos(t)), donde:

∀t ∈ [0, 2π] :
∥∥~r ′(t)∥∥ =

√
(−a sen(t))2 + (a cos(t))2 =

√
a2 sen2(t) + a2 cos2(t) =

√
a2 = |a| > 0

De esta forma ∀t ∈ [0, 2π] se tiene que ‖~r ′(t)‖ > 0 ⇔ ‖~r ′(t)‖ 6= 0 ⇔ ~r(t) 6= (0, 0), por lo que la curva es
regular.

P1 (b) Se pide encontrar una parametrización en longitud de arco para la curva.

Para comenzar a resolver esta pregunta, se debe calcular la función de longitud de arco, es decir:

s(t) =

∫ t

0

∥∥∥∥d~r(u)

du

∥∥∥∥ du =

∫ t

0
|a| du = [|a|u]u=tu=0 = |a|t

Teniendo s(t) calculada, se puede expresar t en función de s de forma sencilla, t(s) = s/|a|, finalmente, reem-
plazando en la parametrización dada originalmente, se obtiene la parametrización en longitud de arco para la
curva:

σ(s) = ~r(t(s)) =

(
a cos(s/|a|)
a sen(s/|a|)

)
Donde s ∈ [0, L(Γ)] = [0, s(2π)] = [0, 2π|a|].
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MA2002-1,3 Cálculo Avanzado y Aplicaciones

Pregunta 2

P2 (a) Se nos da una curva C descrita en coordenadas polares por la relación r = f(φ), donde φ ∈ [a, b],

b ∈ [a, a+ 2π] y f ∈ C1, y se pide demostrar que la longitud de arco está dada por
∫ b
a

√
r2 +

(
dr
dφ

)2
dφ.

Para resolver esto, hay que considerar la parametrización que proponen las coordenadas polares, en este
caso:

~r(t) =

(
r cos(φ)
r sen(φ)

)
=

(
f(φ) cos(φ)
f(φ) sen(φ)

)
⇒ d~r(φ)

dφ
=

(
d[f(φ) cos(φ)]

dφ
d[f(φ) sen(φ)]

dφ

)
=

(
f ′(φ) cos(φ)− f(φ) sen(φ)
f ′(φ) sen(φ) + f(φ) cos(φ)

)
Calculando la norma de la derivada de ~r, se llega a:∥∥∥∥d~r(φ)

dφ

∥∥∥∥ =
√

(f ′(φ) cos(φ)− f(φ) sen(φ))2 + (f ′(φ) sen(φ) + f(φ) cos(φ))2

=
√

(f ′(φ))2 cos2(φ)− ( %) + (f(φ))2 sen2(φ)) + (f ′(φ))2 sen2(φ) + ( %) + (f(φ))2 cos2(φ)

=
√

(f(φ))2(cos2(φ) + sen2(φ)) + (f ′(φ))2(cos2(φ) + sen2(φ)) =
√

(f(φ))2 + (f ′(φ))2

Donde ( %) = 2f(φ)f ′(φ) sen(φ) cos(φ). Aśı, ocupando la fórmula que da el largo de la curva, se tiene que:

L(C) =

∫ b

a

∥∥∥∥d~r(φ)

dφ

∥∥∥∥ dφ =

∫ b

a

√
(f(φ))2 + (f ′(φ))2 dφ =

∫ b

a

√
r2 +

(
dr

dφ

)2

dφ

Que corresponde a la expresión que se buscaba demostrar.

P2 (b) Se pide calcular el largo del cardioide dado por la expresión r = k(1 + cos(φ)), con φ ∈ [0, 2π],

utilizando la parte (a) se tiene que la longitud corresponde a:

L(K) =

∫ 2π

0

√
(k(1 + cos(φ)))2 +

(
d[k(1 + cos(φ)]

dφ

)2

dφ =

∫ 2π

0

√
k2(1 + cos(φ))2 + (−k sen(φ))2 dφ

=

∫ 2π

0

√
k2(1 + 2 cos(φ) + cos2(φ)) + k2 sen2(φ) dφ =

∫ 2π

0
|k|
√

1 + 2 cos(φ) + cos2(φ) + sen2(φ) dφ

=

∫ 2π

0

√
2|k|

√
1 + cos(φ) dφ =

√
2|k|

∫ 2π

0

√
1 + 2 cos2

(
φ

2

)
− 1 dφ = 2|k|

∫ 2π

0

√
cos2

(
φ

2

)
dφ

= 2|k|
∫ π

0

√
cos2(θ) · 2 dθ = 4|k|

∫ π

0
|cos(θ)| dθ = 4|k|

(∫ π
2

0
cos(θ) dθ +

∫ π

π
2

− cos(θ) dθ

)
= 4|k|

(
[sen(θ)]

θ=π
2

θ=0 + [− sen(θ)]θ=πθ=π
2

)
= 4|k|(1− 0 + (−0)− (−1)) = 8|k|
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Pregunta 3 Considerando la curva Γ parametrizada por ~r(t) =
(∫ t

0 e
−u cos

(
u2
)

du,
∫ t
0 e
−u sen(u2) du, 1− e−t

)
,

cuya variable cumple t ∈ [0,∞), se pide:

P3 (a) Se pide calcular la longitud de Γ y encontrar su parametrización en longitud de arco.

Para comenzar a responder esta pregunta se calcula la función de longitud de arco, la que corresponde a:

s(t) =

∫ t

0

∥∥∥∥d~r(w)

dw

∥∥∥∥ dw =

∫ t

0

∥∥∥∥∥∥ d

dw

 ∫ w
0 e−u cos

(
u2
)

du∫ w
0 e−u sen(u2) du

1− e−w

∥∥∥∥∥∥ dw =

∫ t

0

∥∥∥∥∥∥
 e−w cos

(
w2
)

e−w sen(w2)
e−w

∥∥∥∥∥∥ dw

=

∫ t

0

√
(e−w cos(w2))2 + (e−w sen(w2))2 + (e−w)2 dw =

∫ t

0

√
e−2w(cos2(w2) + sen2(w2) + 1) dw

=

∫ t

0

∣∣e−w∣∣√1 + 1 dw =
√

2

∫ t

0
e−w dw =

√
2
[
−e−w

]w=t
w=0

=
√

2(1− e−t)

De esta forma, la longitud de Γ corresponde al valor de s(t) cuando t→∞, de esta forma:

L(Γ) = ĺım
t→∞

s(t) = ĺım
t→∞

√
2(1− e−t) =

√
2

Para encontrar la parametrización en longitud de arco, se necesita expresar t en función de s, esto corresponde
a:

s =
√

2(1− e−t)⇔ s√
2

= 1− e−t ⇔ e−t = 1− s√
2
⇔ −t = ln

(√
2− s√

2

)
⇔ t = ln

( √
2√

2− s

)
Reemplazando en la parametrización original, se tiene la parametrización en longitud de arco:

σ(s) = ~r(t(s)) =



∫ ln
( √

2√
2−s

)
0

e−u cos
(
u2
)

du∫ ln
( √

2√
2−s

)
0

e−u sen(u2) du

s√
2


, s ∈ [0,

√
2)

P3 (b) Se pide determinar el vector tangente, normal y la curvatura.

Para responder los elementos pedidos, notar que de la parte (a) se puede extraer que:

d~r(t)

dt
=

 e−t cos
(
t2
)

e−t sen(t2)
e−t

⇒ ∥∥∥∥d~r(t)

dt

∥∥∥∥ =
√

2e−t

De donde vector tangente corresponde a:

~T (t) =
d~r(t)

dt
/

∥∥∥∥d~r(t)

dt

∥∥∥∥ =

 cos
(
t2
)
/
√

2

sen(t2)/
√

2

1/
√

2
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La derivada de este vector y la norma de esta corresponden a:

d~T (t)

dt
=

1√
2

 −2t sen(t2)
2t cos

(
t2
)

0

⇒ ∥∥∥∥∥d~T (t)

dt

∥∥∥∥∥ =

√
(−2t sen(t2))2 + (2t cos(t2))2√

2
=

2t
√

sen2(t2) + cos2(t2)√
2

=
√

2t

De esta forma el vector normal corresponde a:

~N(t) =
d~T (t)

dt
/

∥∥∥∥∥d~T (t)

dt

∥∥∥∥∥ =

 − sen(t2)
cos
(
t2
)

0


La curvatura por otra parte, corresponde a:

κ(t) =

∥∥∥∥∥d~T (t)

dt

∥∥∥∥∥/
∥∥∥∥d~r(t)

dt

∥∥∥∥ =

√
2t√

2e−t
= tet

P3 (c) Se pide determinar el vector binormal y la torsión.

Para obtener el vector binormal hay que calcular:

~B(t) = ~T (t) × ~N(t) =

 cos
(
t2
)
/
√

2

sen(t2)/
√

2

1/
√

2

×
 − sen(t2)

cos
(
t2
)

0

 =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

cos
(
t2
)
/
√

2 sen(t2)/
√

2 1/
√

2
− sen(t2) cos

(
t2
)

0

∣∣∣∣∣∣
=

 − cos
(
t2
)
/
√

2

− sen(t2)/
√

2

cos2(t2)/
√

2 + sen2(t2)/
√

2

 =

 − cos
(
t2
)
/
√

2

− sen(t2)/
√

2

1/
√

2


Para calcular la torsión, se comienza calculando:

d ~B(t)

dt
= − 1√

2

 −2t sen(t2)
2t cos

(
t2
)

0


Por lo que calculando finalmente:

τ(t) = − ~N(t) · d ~B(t)

ds
/

∥∥∥∥d~r(t)

dt

∥∥∥∥ = −

 − sen(t2)
cos
(
t2
)

0

 · − 1√
2

 −2t sen(t2)
2t cos

(
t2
)

0

 /(
√

2e−t)

=
et(2t sen2(t2) + 2t cos2(t2))

2
= tet
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Pregunta 4 Se da una part́ıcula que describe una trayectoria Γ sobre el manto del cono dado por x2+y2 = z2

de tal forma que z = e−θ con θ ∈ [0,∞), con θ el ángulo en polares tal que x(θ) = r(θ) cos(θ) y y(θ) = r(θ) sen(θ).

P4 (a) Se pide encontrar una parametrización e indicar si es suave, simple y regular.

Para encontrar una parametrización, recordar que las coordenadas polares cumplen que:

(x(θ))2 + (y(θ))2 = (r(θ) cos(θ))2 + (r(θ) sen(θ))2 = (r(θ))2(cos2(θ) + sen2(θ)) = (r(θ))2

En este caso, como la part́ıcula se mueve en el cono, cumple que r2 = x2 + y2 = z2, considerando que en
coordenadas polares r > 0 y que z = e−θ > 0, se tiene que r = z = e−θ, por lo que una parametrización de la
trayectoria corresponde a:

~r(θ) =

 e−θ cos(θ)
e−θ sen(θ)

e−θ


Notar que tanto e−θ cos(θ), e−θ sen(θ) y e−θ son funciones de clase C1, dado que estas forman las coordenadas
de ~r(θ), se tiene que ~r ∈ C1, por lo que la parametrización es suave, además de esto, notar que para dos ángulos
θ1 y θ2 tales que:

~r(θ1) = ~r(θ2)
(?)⇒ e−θ1 = e−θ2 ⇒ −θ1 = −θ2 ⇒ θ1 = θ2

Lo que implica que ~r(θ) es inyectiva, la implicancia (?) es cierta dado que una igualdad vectorial corresponde a
una igualdad por coordenadas, en particular la tercera coordenada, con esto, la curva es simple, por otro lado:

~r ′(θ) =

 −e−θ(cos(θ) + sen(θ))
e−θ(cos(θ)− sen(θ))

−e−θ


De donde se tiene que:

∀θ ∈ [0,∞) :
∥∥~r ′(θ)∥∥ =

√
(−e−θ(cos(θ) + sen(θ)))2 + (e−θ(cos(θ)− sen(θ)))2 + (−e−θ)2

= e−θ
√

(cos(θ) + sen(θ))2 + (cos(θ)− sen(θ))2 + 1

= e−θ
√

cos2(θ) + 2 cos(θ) sen(θ) + sen2(θ) + cos2(θ)− 2 cos(θ) sen(θ) + sen2(θ) + 1

= e−θ
√

2(cos2(θ) + sen2(θ)) + 1 =
√

3e−θ > 0

Por lo que ∀θ ∈ [0,∞) : ‖~r ′(θ)‖ 6= 0, en consecuencia la trayectoria es regular.

P4 (b) Se pide calcular el largo de Γ.

Para hacer esto se recurre a la integral de largo de curva:

L(Γ) =

∫ ∞
0

∥∥∥∥d~r(θ)

dθ

∥∥∥∥ dθ =

∫ ∞
0

√
3e−θ dθ =

[
−
√

3e−θ
]θ→∞
θ=0

= 0− (−
√

3) =
√

3
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P4 (c) Se pide encontrar la parametrización natural de Γ.

Para realizar lo pedido se utiliza la función de longitud de arco:

s(t) =

∫ t

0

∥∥∥∥d~r(θ)

dθ

∥∥∥∥ dθ =

∫ t

0

√
3e−θ dθ =

[
−
√

3e−θ
]θ=t
θ=0

= −
√

3e−t − (−
√

3) =
√

3(1− e−t)

Donde la expresión de t en función de s corresponde a t = ln
(√

3/(
√

3− s)
)

(ver P3 (a) para el desarrollo
análogo), de esta forma la parametrización natural corresponde a:

σ(s) = ~r(t(s)) =



(
1− s√

3

)
cos

(
ln

( √
3√

3− s

))
(

1− s√
3

)
sen

(
ln

( √
3√

3− s

))
1− s√

3



Pregunta 5 Se pide considerar la curva Γ parametrizada por σ(t) = (et cos(t), et sen(t), et), t ∈ R.

P5 (a) Se pide demostrar que la curva se mueve sobre el manto del cono z2 = x2 + y2.

Para demostrar esto, denotamos el manto del cono como M, aśı que lo que se pide mostrar es que:

Γ ⊆M⇔ (~x ∈ Γ⇒ ~x ∈M)

Aśı, como cada punto de Γ cumple la parametrización, cada punto de M cumple la ecuación del manto del
cono, entonces ∀~x ∈ Γ,∃t ∈ R : ~x = (et cos(t), et sen(t), et) en donde:

(et cos(t))2 + (et sen(t))2 = e2t(cos2(t) + sen2(t)) = e2t = (et)2

Por lo que se afirma que cada punto de Γ cumple la ecuación de M, es decir:

∀~x ∈ Γ : ~x ∈M⇔ Γ ⊆M

Que es lo que se queŕıa demostrar.

P5 (b) Se pide calcular el vector tangente y normal, probando que este último es tangente al eje Z en cualquier

punto de la curva.

Para realizar los cálculos pedidos, notar que:

dσ(t)

dt
=

 et(cos(t)− sen(t))
et(cos(t) + sen(t))

et
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Por lo que la normal de esta derivada resulta:∥∥∥∥dσ(t)

dt

∥∥∥∥ =
√

(et(cos(t)− sen(t)))2 + (et(cos(t) + sen(t)))2 + (et)2

= et
√

(cos(t)− sen(t))2 + (cos(t) + sen(t))2 + 1

= et
√

cos2(t)− 2 cos(t) sen(t) + sen2(t) + cos2(t) + 2 cos(t) sen(t) + sen2(t) + 1

= et
√

2(cos2(t) + sen2(t)) + 1 =
√

3et

Aśı, el vector tangente corresponde a:

~T (t) =
dσ(t)

dt
/

∥∥∥∥dσ(t)

dt

∥∥∥∥ =

 (cos(t)− sen(t))/
√

3

(cos(t) + sen(t))/
√

3

1/
√

3


Donde la derivada de este vector y la norma de esta corresponden a:

d~T (t)

dt
=

1√
3

 −(cos(t) + sen(t))
cos(t)− sen(t)

0


∥∥∥∥∥d~T (t)

dt

∥∥∥∥∥ =

√
(−(cos(t) + sen(t)))2 + (cos(t)− sen(t))2√

3

=

√
cos2(t) + 2 cos(t) sen(t) + sen2(t) + cos2(t)− 2 cos(t) sen(t) + sen2(t)√

3
=

√
2(cos2(t) + sen2(t))√

3

=

√
2

3

De donde se puede calcular finalmente el vector normal:

~N(t) =
d~T (t)

dt
/

∥∥∥∥∥d~T (t)

dt

∥∥∥∥∥ =

 −(cos(t) + sen(t))/
√

2

(cos(t)− sen(t))/
√

2
0


Notar que este es perpendicular al eje Z en todo punto, ya que:

~N(t) · ẑ =

 −(cos(t) + sen(t))/
√

2

(cos(t)− sen(t))/
√

2
0

 ·
 0

0
1

 = 0 + 0 + 0 = 0

P5 (c) Se pide calcular el vector binormal, la curvatura y la torsión.

Respecto a la curvatura, es directo que:

κ(t) =

∥∥∥∥∥d~T (t)

dt

∥∥∥∥∥/
∥∥∥∥dσ(t)

dt

∥∥∥∥ =

√
2/3√
3et

=

√
2e−t

3
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El vector binormal por otra parte, se calcula como:

~B(t) = ~T (t) × ~N(t) =

 (cos(t)− sen(t))/
√

3

(cos(t) + sen(t))/
√

3

1/
√

3

×

 −(cos(t) + sen(t))/
√

2

(cos(t)− sen(t))/
√

2
0


=

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

(cos(t)− sen(t))/
√

3 (cos(t) + sen(t))/
√

3 1/
√

3

−(cos(t) + sen(t))/
√

2 (cos(t)− sen(t))/
√

2 0

∣∣∣∣∣∣ =

 (sen(t)− cos(t))/
√

6

(sen(t) + cos(t))/
√

6√
2/3


En donde:

d ~B(t)

dt
=

 (cos(t) + sen(t))/
√

6

(cos(t)− sen(t))/
√

6
0


Por lo que finalmente, la torsión, corresponde a:

τ(t) = − ~N(t) · d ~B(t)

ds
/

∥∥∥∥dσ(t)

dt

∥∥∥∥ = −

 −(cos(t) + sen(t))/
√

2

(cos(t)− sen(t))/
√

2
0

 ·
 (cos(t) + sen(t))/

√
6

(cos(t)− sen(t))/
√

6
0

 /(
√

3et)

=
−(cos(t) + sen(t))2/

√
12 + (cos(t)− sen(t))2/

√
12√

3et

=
− cos2(t)− 2 cos(t) sen(t)− sen2(t) + cos2(t)− 2 cos(t) sen(t) + sen2(t)√

36et
=
−4 cos(t) sen(t)

6et

= −2 sen(t) cos(t)e−t

3
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