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Se pide resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

ut(x, t)− αuxx(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ (0, 1)× (0,∞)

u(0, t) = u(1, t) = 0,∀t ≥ 0

u(x, 0) = x(1− x), ∀x ∈ [0, 1]

α = 2

La ecuación dada corresponde particularmente a una forma de la ecuación de calor, como se demostró en
clases (ver video “zoom ecuacion de calor 3”) una ecuación de calor con coeficiente α y largo de intervalo ` tiene
por solución una función de la forma:

u(x, t) =

∞∑
n=1

an exp

(
−αn

2π2

`2
t

)
sen
(nπ
`
x
)

En particular como α = 2 y ` = 1, se tiene que:

u(x, t) =
∞∑
n=1

an exp
(
−2n2π2t

)
sen(nπx)

En esta solución lo único que falta considerar es la condición de borde en t = 0, evaluando, la ecuación resulta
en:

u(x, 0) = x(1− x) =
∞∑
n=1

an exp
(
−2n2π2 · 0

)
sen(nπx) =

∞∑
n=1

an sen(nπx)

Siguiendo el desarrollo y como también fue demostrado (ver v́ıdeo “zoom ecuación de calor 5”), al multiplicar
por un término de la forma sen(mπx) e integrar en el intervalo [0, 1] se puede llegar a que:

am = 2

∫ 1

0
x(1− x) sen(mπx) dx

para encontrar la resolución completa del la EDP se requiere resultar la integral del término am, para proceder
con esta, se utiliza la integración por partes, recordándola:∫ b

a
f(x) · dg(x)

dx
dx = [f(x) · g(x)]x=b

x=a −
∫ b

a

df(x)

dx
· g(x) dx
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https://www.youtube.com/watch?v=ym5MKKeOEtA
https://www.youtube.com/watch?v=EY0j1sbnseA
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Para aplicar la integración por partes, se considerará f(x) = x(1− x) y gx(x) = sen(mπx)

am = 2

∫ 1

0
x(1− x) sen(mπx) dx = 2

([
−x(1− x) cos(mπx)

mπ

]x=1

x=0

−
∫ 1

0

(1− 2x) cos(mπx)

mπ
dx

)

= 2

(
−0 + 0 +

1

mπ

∫ 1

0
(2x− 1) cos(mπx) dx

)
=

2

mπ

([
(2x− 1) sen(mπx)

mπ

]x=1

x=0

+ 2

∫ 1

0

sen(mπx)

mπ
dx

)

=
2

mπ

(
sen(mπ)

mπ
− 0 +

2

mπ

[
−cos(mπx)

mπ

]x=1

x=0

)
=

2

mπ

(
sen(mπ)

mπ
+

2(1− cos(mπ))

m2π2

)
=

2mπ sen(mπ) + 4(1− cos(mπ))

m3π3
=

2mπ · 0 + 4(1− (−1)m)

m3π3
=

4(1 + (−1)m+1)

m3π3

La última igualdad se realizó considerando que sen(nπ) = 0,∀n ∈ N y que cos(nπ) = (−1)n, ∀n ∈ N. Esto
permite obtener por un lado que:

x(1− x) =

∞∑
n=1

an sen(nπx) =

∞∑
n=1

4(1 + (−1)n+1) sen(nπx)

n3π3
=

8 sen(πx)

π3
+

8 sen(3πx)

27π3
+

8 sen(5πx)

125π3
+ · · ·

Considerando todo lo anterior, la solución a la EDP corresponde a:

u(x, t) =
∞∑
n=1

an exp
(
−2n2π2t

)
sen(nπx) =

∞∑
n=1

4(1 + (−1)n+1) exp
(
−2n2π2t

)
sen(nπx)

n3π3

=
8 exp

(
−2π2t

)
sen(πx)

π3
+

8 exp
(
−18π2t

)
sen(3πx)

27π3
+

8 exp
(
−50π2t

)
sen(5πx)

125π3
+ · · ·
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