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* El principio de minima accién':

Todo sistema mecédnico estd caracterizado por una funcién escalar conocida como lagrangiano. Esta
funcién en su caso general tiene como argumento las coordenadas generalizadas ¢;, sus derivadas temporales
Gi, v en algunos casos el tiempo ¢, de tal forma que el lagrangiano L tiene la formas:

L= L(q17q27 -y 4N; le QQa (R3] qu t)

La dinamica del sistema mecédnico es tal que cierta condicién sobre este lagrangiano se satisface. Para
definir esa condicién, primero debemos definir lo que es la accion.

Supongamos que entre tiempos t1 y to la particula ocupa las posiciones {q1 ,q , . q N } {q , - qg\?) 1,
respectivamente. Se define el funcional? escalar llamado accién como:

to
S[L] = ] L(Q17q27"'aQN;QI7QZ7"'7QN;t)dt (1)
1

El principio de minima accién o principio de Hamilton establece que la dindmica del sistema
mecanico caracterizado por el lagrangiano L es tal que la accién es minima. En ese sentido el teorema
fundamental del cdlculo variacional establece que el lagrangiano L que caracteriza la dindmica del sistema
es tal que:

05 =0
Entonces, variando la acciéon definida en (1) usando herramientas del cdlculo variacional, se tiene que:

t
58 = / ’ Z [aqL 5ai + gL 5q,] dt =0 2)
t

1 =1

Tomando la integral I; asociada a la coordenada i-ésima e integrando por partes, se tiene que:

oL L OL . 0L by
Il_/tl {8%6% Og &1’] dt = /m {8%5 d4; dt}dt

oL oL 0q;
u—aqi:>du—<aqi>dt ; dv= dtdt:>v—5ql
t2 9L OL . 7|* t2 d (0L
. 6Zdt+[5z} —/ ( )5,dt
t1 0q; 1 04; g t t1 dt aq g

!También se conoce como principio de Hamilton.
2Un funcional es, por asi decirlo, una funcién cuyo argumento son funciones. Estas funciones pueden “derivarse” a través de las
herramientas del cdlculo variacional, donde se busca la funcién tal que el funcional es minimo o maximo.
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La condicién de extremos fijos nos dice que dq;(t1) = dg;(t2) = 0, y entonces el segundo término es cero.
Juntando las dos integrales sobrevivientes y factorizando por dg;, se tiene que:

t2 (9L d /0L
=~ f@‘—/m {aqfdt(aq-iﬂf;%‘dt

Devolviendo a la suma en la expresién (2), se tiene que:

N oL d /0L
=D () Sgpdt =
- Z [5% dt <8Qi)] e 0

t=1

Como los ¢; son las coordenadas generalizadas, entonces los dg; son linealmente independientes, por lo
tanto para que se cumpla la igualdad anterior es necesario que cada una de las integrales por separado

sea cero, es decir:
t2790L d (OL
—— (== )|dt=0
- /t L?ql- dt (8@”

Por ultimo, para que esta integral se anule es necesario que el integrando sea cero, y entonces se tiene que:

dq;  dt \9¢;)

Que corresponde a la ecuacién de Euler-Lagrange para la coordenada generalizada g;.

Una consecuencia de la definicién (1) para la accién es que si al lagrangiano L de un sistema mecanico
se le suma una cantidad % (una derivada total del tiempo), con f(qi,q2,...,qn,t) una funcién de las
coordenadas generalizadas y del tiempo, su ecuacién de movimiento permanece inalterada. Es decir, sea

el nuevo lagrangiano L' = L + Z—{, entonces:

t t t
~ S[L] = / ’ (L+ df> dt = / “Lat+ [ Y o S = S10 + £6@ 1) — £q@ 1)
t1 dt tq t1 dt

Entonces, al momento de variar la accion el término constante f (qZ@), to)—f (qgl) ,t1) desaparece, y entonces:

SSIL'] = 6S[L]

Con lo cual se obtienen las mismas ecuaciones de movimiento al usar el lagrangiano L'.

El mismo procedimiento que se us6 para mostrar que el principio de minima accién lleva a las ecua-
ciones de Euler-Lagrange puede usarse para encontrar aquellas curvas que minimizan ciertas cantidades
definidas como la accién. El problema 1 de este documento aborda el ejemplo de la braquistécrona como
ejemplo de célculo variacional, mientras que el problema 2 sigue un procedimiento similar al ocupado en
este resumen para llegar a una ecuacién equivalente a Euler-Lagrange para casos donde el lagrangiano L
depende de derivadas temporales de orden 2 o mayor de las coordenadas generalizadas. El dltimo proble-
ma aborda un ejemplo donde la accién se define a través de una densidad lagrangiana, la cual tiene como
“coordenadas generalizadas” los campos que definen esta densidad. Este ejemplo sirve para apreciar el
alcance que tiene el principio de minima accién en la mecanica clasica.
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P1. Ejemplo de calculo variacional: La braquistécrona:

a)

El tiempo T que demora el cuerpo en ir entre los puntos A y B es, por definicién:

tp
T= dt

ta

Como queremos que T sea un funcional de la curva y y su derivada (con respecto a x) 3/, entonces
lo mejor es conectar dt con algtin diferencial que involucre a x e y. En ese sentido, recordemos que
la rapidez instantdnea v en una curva s estd definida por:

ds
dt

v =

Entonces desarrollando:

B
:dt:ﬁjT: ds
v A U

Para un objeto influenciado sélo por la gravedad se tiene que v = 1/2gy, entonces:

B
:>T/d8

Ahora, por definicién ds = \/dx? + dy?, y entonces:

B 2 ]-+ x T 2
Lol / \/dx +dy / \/ (i T[y’y/]:/B 1+,
A

29y

Para encontrar la curva y(z) que minimiza el funcional T'[y, y'] abordaremos el ejercicio de la siguiente
forma. Definimos el funcional A(y,y’) como:

1+ (y)?

Aly,y) = 20

Y entonces, el funcional Ty, '] se puede escribir como:
/ B /
Tly,y'] = / Ay, y)dx (3)
x4

Ahora, para encontrar la curva y(x) que minimiza® el funcional Ty, '] (el tiempo entre los puntos
Ay B) debemos usar el teorema fundamental del cdlculo variacional, el cual nos dice que:

=0

3En realidad, puede corresponder a un minimo o maximo.
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Calculamos explicitamente la variacién 67" con la expresion (3):

B [JA 0A
0T = [(5 + — } dr =0 4
et ey (4)
La meta es poder factorizar por dy o 6y, y...
B JA B A doy
I= —0ydr = 1= —d
za 0Y yar 24 Oy dx v
Usamos integraciéon por partes:
0A d (0A ddy
u:ay/:>du:dx(ay/>dx ;o dv= dxdx:>v—5y
0A *B d (0A
=25 - / ( )d Syd
]| (G ) dwivas

Como todas las curvas y(z) posibles empiezan y terminan en z 4 y g, entonces dy(x4) = dy(zp) = 0,
y de esta forma el primer término de la expresiéon anterior es cero, y asi:

B d (DA
I=—
= /a:A e (8 )dwéydw

Y entonces, reemplazando en la expresion (4) y desarrollando, se tiene que:

B [0A d [(0A
- [ (e

Entonces, se debe cumplir que:

2404y _ 5
Oy dx \0y

Esta ecuacion es andloga a las ecuaciones de Fuler-Lagrange que pueden recordar del curso de

Vibraciones y Ondas (donde A seria el lagrangiano L). Cuando la funcién A no depende de derivadas

de orden 2 o superiores de la curva y(z), entonces A cumple la ecuacién de Euler-Lagrange. Siguiendo

un procedimiento similar es posible encontrar ecuaciones de Euler-Lagrange para casos donde A (o

el lagrangiano) depende de derivadas de orden 2 o superior de la posicién, como por ejemplo la

aceleracion?.

Entonces, si usamos A en la expresiéon (5) serd posible encontrar la ecuacién diferencial para la
curva y(x) que resuelve el problema de la braquistécrona. Sin embargo, puede ser dificil trabajar las
expresiones que tengamos que derivar en el proceso, por lo que en estos casos aplicamos la identidad
de Beltrami®, la cual nos dice que, en los casos 9, A = 0 (A no depende explicitamente de z), se
cumple que:

0A ,

Con C una constante que caracteriza la familia de curvas que vamos a encontrar.

4 . .. .z . . s .
Un buen ejercicio propuesto es encontrar una ecuacién de este tipo para el caso hasta derivada n-ésima.
5Ver Anexo 1 para la demostracién.
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Entonces, derivando A con respecto a 1/, tenemos que:

0A 1 29y Y 0A o 2g

a2\ 1+W)2gy oy 29\ v+ )P

Reemplazando en la expresién (6) junto con la expresion para A, se tiene que:

1+ ) () 29 o 1 e 1 _
sy 2 iz e® =C = O N amaren YN marey - °©

La solucién a esta ecuacién diferencial es la curva buscada.

c¢) Necesitamos encontrar % en esta parametrizacion, para lo cual usamos lo siguiente:

dy  dydf

dr ~ dbdx

El primer término de esta multiplicacion puede obtenerse directamente desde la parametrizacion:

dy 1
d9 — 4gC?

sin(#)
Por otro lado, el termmo puede obtenerse si derivamos con respecto a x a ambos lados de z(0):

dx 1 <M <w) g 4gC?

i S A _ 9=
7z 49C? \ dz os( )dac =z 1 — cos(0)

Entonces, juntando estas expresiones se tiene que:

dy  —sin(f)
dr 1 —cos(f)

Elevando al cuadrado y sumando 1, desarrollamos para ver si cumple la ecuacién diferencial:

: 2
b W) =14 < —sm(@))) _ 1—2cos(f ) + cos?(0) + sin?(9) 2(1_008(0)3

1 — cos(f (1 —cos(6))? (1 —cos(h))
2 Qﬁ / 1
= 1+ () = 1 — cos(0) - ‘lglcq(licos(g)) = W)= 2gC?y

Entonces, la cicloide es solucion de nuestra ecuacion diferencial, por lo tanto la braquistécrona es
una cicloide.
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Un ejemplo para una cicloide con C' =1y g = 10 se muestra en la siguiente figura:

002 4

0.00 4

—0.02

=006 1

—0.08

-0.10 - | |
000 002 004 006 008 010 012
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P2. Lagrangiano con 2da derivada temporal:

a) La accion de este sistema mecdnico es:

to
S[L]= | L(z,,i)dt

t1

Como en este caso el lagrangiano depende de la segunda derivada temporal de la coordenada gene-
ralizada, entonces no es posible usar la ecuacién de Euler-Lagrange, puesto que esta suponde que el
lagrangiano es una funcién de a lo mas la derivada temporal de la coordenada generalizada.

Sin embargo, independiente de las derivadas temporales que estén en el lagrangiano, la particula
cumple el principio de minima accién, con lo cual esta seguird la trayectoria que minimize la accién
S. En ese sentido, debemos imponer que 5 = 0, y entonces:

oL oL oL
55 =0 = /tl [axé 7+ S0 +a<5]dt0 (7)

Para poder llegar a una ecuacién tipo Euler-Lagrange necesitamos que todos los términos de la
integral anterior estén multiplicados por dx, entonces manipularemos la integral asociada al segundo
y tercer término. Partiendo por:

2 9L dox
I —5 dt = ——dt
= /tl . Oi dt

Usando integracién por partes:

oL d (0L dox
u—a:b=>du—dt<a:b>dt i dv = Hdt:v ox

b2 t2 d (OL
— / — ( ) oxdt
t t1 dt 31‘
El principio de minima accién asume que nuestro sistema cumple la condicién de bordes fijos, la
cual nos dice que dz(t1) = dx(t2) = 0, y entonces se tiene que:

t g /9L
11_/t1 dt(ax)dxdt (8)

Ahora hacemos el cdlculo andlogo con el término asociado a &:

—0Zdt =

I —/tQ oL #oLdod
2T t1 ax t1 afl: dt

Usando integracion por partes:

u:a—L:>du d<8L>dt ; dU:d(ijdtiU:‘%

oz dt \ 0
oL oL
I = -
- [ 5L1 /t dt(afc)émdt

0%
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Nuevamente por la condicién de bordes fijos se tiene que 0% (t1) = 0&(t2) = 0, y asi:

t2d (OL\ . t2 d (OL\ dox

Integramos por parte nuevamente:

d (0L d? (0L déz

d (0L t2 t2 @2 /0L

Nuevamente, por condicién de bordes fijos se debe cumplir que 0z (t1) = dx(t2) = 0, y entonces:

t2 g2 /9L
I = — | — | dxdt
= I /t dt?(aoé) z ©)

Entonces, reemplazando las expresiones (8) y (9) en la expresién (7) y agrupando, se tiene:

N /” “—d(“)ﬂz(‘%) Sxdt = 0
y |or  dt\oz) T ae \az )| T T

Como dx # 0, la Unica forma de que esta integral sea cero es que se cumpla:

L[y ey
or dt \ox) dt2 \9i)
Que corresponde a una ecuacién equivalente a Euler-Lagrange para determinar la ecuacién de movi-

miento en casos donde el lagrangiano dependa a lo més de la 2da derivada temporal de la coordenada
generalizada.

Se tiene el lagrangiano:

1 1
L= imirz + 51{::1:2 — i?

Calculemos los términos de la expresién encontrada en la parte anterior de la pregunta:

2y O ()
ox 07 ox T @ \ax) T
oL i = d? <6L> o0
— = —2ai — | =] =2«
0 dt? \ O0i
Entonces, reemplazando:
= kr—mi—-2a2 =0= |2 +—F——x=0
2a 2a

Con lo cual se obtuvo la ecuacién de movimiento de la particula descrita por el lagrangiano entregado.
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P3. Principio de minima accién para densidad lagrangiana:

Una de las grandes ventajas del principio de minima accién es que se no sélo se cumple para problemas
relacionados a particulas y/o sistemas de particulas en movimiento, sino que se cumple para cualquier
sistema que pueda ser modelado a través de una densidad lagrangiana, donde usamos como coordenadas
generalizadas los distintos campos que se involucran en el sistema. En ese sentido, las ecuaciones que rigen
la hidrodindmica de un fluido ideal incompresible pueden obtenerse como “ecuaciones de movimiento” a
partir de la accién definida por la densidad lagrangiana que se nos da en el enunciado para este fluido
ideal®.

La cantidad £ corresponde a lagrangiano por unidad de volumen, y entonces para escribir la acciéon S[L]
(que es funcién del lagrangiano) debemos integrar en el volumen, ast:

S[L] = /:2 /V Bp@a — pe(p) + ¢ (g[t) +V. (pﬁ))} d3rdt

Para encontrar las ecuaciones de movimiento variamos la accién, y entonces:

58 =0 ;s/t /Z[ 55+£5§} drat (10)

Donde £ puede ser ¢ o p, segiin corresponda. Probando para ¢, se tiene que:

oL ap
8¢5¢+8—¢5¢ (aﬁv (v )) 5 (11)
Ahora para p:
oL oL 1 Oe
8*5P apéﬁz (2“2 e(p) +p6 >5P+¢>V (6p0) + ¢ép

Usando la identidad vectorial V - (¢pdpt0) = (V@) - dpt + ¢V - (0p?) junto con el hecho de que V - (¢dp?)
integrado en el volumen es cero’, nos damos cuenta de que podemos reemplazar ¢V - (5p7) por —(V¢)-p7,

y entonces:
oL oL 1 6
—Op+ —6p 7 — S 5P
Gt 520 = (= elo) + 05— (V6) - 7) dp+ 06
En esta expresion, al momento de integrar con respecto al tiempo hacemos el truco de la integraciéon por
partes, que es equivalente a decir que ¢pdp = —pdp, v entonces:
oL oL 1 Oe
—Op+ = 0p=( 0 — ) 12
= 9,0 T 9,00 (2 (p)+pa — (Vo) - ¢>> p (12)

Entonces, reemplazando en (10) lo encontrado en (11) y (12), se tiene que:

6S=0 = :/Vng—f—v‘(pﬁ))&ﬁ—%—<;172—6(p)+pgz—(VqS)-ﬁ—gZ})(;p] d3dt =0

50tro ejemplo que puede abordarse asi es la obtencién de las ecuaciones de Maxwell a partir de la densidad lagrangiana del
campo electromagnético.
"Por teorema de la divergencia, al integrar en un volumen nos queda dp(borde), el cual por condicién de extremos fijos da cero.
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Como ¢ y p son “coordenadas generalizadas” entonces las variaciones d¢ y dp son linealmente indepen-
dientes, y entonces para que se cumpla la igualdad anterior debe cumplirse que:

0 1 .
= V() =0 3 ST —elp)+p5 —(V6)-T—d=0

Multiplicando por p a ambos lados de la segunda expresion, y escribiendo la definicién de presién que se
nos da en el enunciado, se tiene que:

P } 1. o
N 8—§+V-(pv):0 P 5P = pelp) + Plp) = p(Vo) 7= pp =0

La primera expresion corresponde a la ecuacion de continuidad, mientras que la segunda expresion es
la ecuaciéon de Euler para un fluido.

10
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* Anexo 1: Demostracién de la identidad de Beltrami:

Partiendo de la ecuacién (5), si multiplicamos toda la expresion por 3/, entonces se tiene que:
0A , d [(0A\ , 0A , d <8A) ,
= —y —— | = =0= —y =—|=— 13
3yy dx <8y’> Y 6yy dz \ Oy’ 4 (13)

Ahora, si consideramos la derivada total de A con respecto a la variable x, por definicién de esta derivada
se tiene que:

dA  0A 0A , O0A ,
@aia_oa 94 el 14
dx 83:+0yy+8y’y (14)

Reemplazando la expresion (13) en la expresién (14), se tiene que:

N dA_8A+d (8A> , 0A ,
de Oz  dx \ 0y oy’ 4
Los dos ultimos términos se pueden juntar en una sola derivada total con respecto a x, entonces:

dA  9A d (8A v L 0A_d (A dA v

dr oz dzr \oyY oz dz \" " ay?

Ahora, en el caso 0, A = 0, se tiene que:

d 0A 0A
—(A-=—4) = — ) = ; R
= dt( ay’y> 0 = ay,y C ; Ce

Esta identidad serd de mucha ayuda mas adelante cuando se desee conectar el lagrangiano L con el
hamiltoniano H, donde en los casos 0;L = 0 se cumple la relacién:

N
oL
H=L- =

11



