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P1. Dinamica de vértices:

a) Las ecuaciones de Hamilton para la coordenada ¢; y momentum p; son:

OH . OH

qu = —D 37191 =q (1)

La definicién! de paréntesis de Poisson es:

df dg  0Og Of
{0} = Z[apaq‘apiaqﬂ

Si usamos f = H, se tiene que:

0H 0g 0g OH
H, _
> g} = Z {ap a¢  Op; aqz}

Notemos que al reemplazar g por q; o p; encontramos otra forma de escribir las ecuaciones de Hamilton
mostradas en (1):

OH 8q, Oq OH N oH
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Entonces el paréntesis de Poisson nos entrega una forma compacta de escribir la evolucién temporal?
de g y pi, ya que:

{Hq}=a : {Hmwn}=n

b) Tenemos el hamiltoniano:

H= Z——fZ%’y]lnm-

i#]

'"En Wikipedia (https://es.wikipedia.org/wiki/Corchete_de_Poisson) la definicién tiene un signo invertido.
2En realidad la igualdad {H,a} = & es vélida para cualquier cantidad «(gi,p;) que no dependa explicitamente del tiempo. La
demostracién puede verse en la seccion “Paréntesis de Poisson” del libro de Mecanica de Landau y Lifshitz.


https://es.wikipedia.org/wiki/Corchete_de_Poisson
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Partiremos calculando la derivada con respecto al momentum p; del 1-ésimo vortice para encontrar

77, entonces:
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Al derivar esta suma sélo sobrevive el término asociado al 1-ésimo vortice, y entonces:
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Ahora calculamos la derivada con respecto a la posicién r; para encontrar pj:
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Usamos la definicién de valor absoluto |r; — ;| =

calcular la derivada, y entonces:

(ri —7;)? junto con la regla de la cadena para
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Notamos que al cambiar j por ¢ en la primera suma, e invirtiendo los términos en el numerador de
la segunda suma, entonces las sumas son idénticas, y de esta forma se obtiene finalmente:

Sl @

Ahora, notemos que al derivar temporalmente la expresién (2) obtenemos:

. D
r = —
"

Reemplazando esto en la expresion (3) obtenemos la ecuacién de movimiento para la posicion del

I-ésimo vortice:

Z 71'77,

z;él

Tl - rl)
—ri|?

Con esto podemos interpretar el lado derecho como la fuerza que siente el 1-ésimo vortice a partir de
la interaccién con el resto de vortices en el sistema.
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P2. Movimiento orbital:

a) Como el movimiento es a causa de una fuerza central, entonces podemos asumir que el movimiento
serd en el plano, con lo cual el lagrangiano en coordenadas polares seré:

1 1 .
L= -mi? + —mr?f? — J
2 2 r

Con esto el hamiltoniano se calcula a partir de la expresion (en notacién de Einstein):

oL
H=—¢ —L
dq; &
Entonces:
oL oL . . 1 1 .
H = ET+%0—L = H:mf2+m?"2«92—§m1'"2—§m7“292+%
1 1 .
= H = §m7"2 + §m7‘292 + % (4)

Si queremos usar el formalismo de las ecuaciones de Hamilton, necesitamos que esta cantidad esté
en funcién de los momentos y no de las velocidades, por lo tanto buscamos estas ultimas en funcién

de pr y pe:
oL
Pr = =7 =mr = f‘:&
or m
_8L_ 2, I 4
pg—ae.—mré? = 9—mr2

Entonces, reemplazando en (4) se obtiene finalmente H en funcién de las coordenadas y momentos:

pp L Py
2m  2mr?  r

= |H =

Ahora buscamos las ecuaciones de Hamilton. Partiendo por la coordenada r:

OH . . OH . 2
= 7’:& 5 Dr= = pr:pie‘i‘fy

"= Opr m Cor

mrd  r2

Ahora con la coordenada 6:

. OH . Dy OH
0=— = |0=—| ; Po=—F+ = |Do=0
B mr2| P 90
Notamos que las primeras expresiones son simplemente lo encontrado mas arriba, mientras que las
segundas expresiones dan cuenta de la 2da ley de Newton en cada coordenada, y en particular notamos
que el momento py se conserva (lo cual no es nada nuevo para este problema). Si queremos encontrar

la ecuaciéon de movimiento en la coordenada r, basta con derivar temporalmente la expresién para r
y reemplazar lo encontrado para p,, con lo cual se obtiene:

P v

= |F=
m2r3  mr?
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b) El paréntesis de Poisson nos otorga una forma compacta de escrbir una condicién para las cantidades
conservadas de un sistema. Tal como se menciond en un pie de pagina anteriormente, si una cantidad
a(gi, pi) no depende explicitamente del tiempo?, entonces se cumple que & = {H, a}. En particular,
si a es una cantidad conservada, entonces & = 0, y de esta forma la condicién para que « sea una
cantidad conservada, escrita con el paréntesis de Poisson, es:

{H,a} =0

Entonces si queremos demostrar que el vector de Laplace-Runge-Lenz es una cantidad conservada,
basta con demostrar que {H, ff} = 0. Por la forma en que esta escrito el vector /T, lo mejor es usar
coordenadas rectangulares para este calculo, donde nos apoyaremos en la notacién de Einstein. En
esta notacién y con estas coordenadas el hamiltoniano es:

psp° gl
H = + 5
2m  Jrers (5)
Si usamos notacion de Einstein basta demostrar la condicion con el paréntesis de Poisson para una
componente arbitraria de A, es decir, basta con demostrar que {H, A4;} = 0. Esta componente puede
escribirse como:

1 v
A= —€ijkPiLln + i
Donde se usé la identidad (@ x E)Z = &;j1a;bg, con ;5 el tensor de Levi-Civita*. Recordamos que
por definicién de momento angular L=7x P, por lo tanto la componente L; puede escribirse como
Li, = €imTiPm, v reemplazando:

= A 1 + 7
= T eae e r
‘) m ikEkImPiTIPm oS 7
Usamos la identidad €;jkpim = 0i10jm — dimdji, y entonces:

1 v
= A= - (0310 jm — Oim0j1) DjTIDm + W”
Desarrollamos contrayendo aquellos inices asociados a las deltas, y entonces:
A= ' )+ 6
= Ai=— (Tipjp] —Pﬂ’jp]> t e (6)

Con las expresiones (5) y (6) podemos calcular el paréntesis de Poisson {H, A;} definido por:

OH 0A; 0A;0H
H A} = _— = —
{ ’ Z} ; [8]@ orJ 8])]‘ 87’31

Para el hamiltoniano:

8H_pj _ 8H_ ol

By om0 ()

3El caso de dependencia explicita en el tiempo se aborda en la P3.
‘https://es.wikipedia.org/wiki/S%C3%ADmbolo_de_Levi-Civita


https://es.wikipedia.org/wiki/S%C3%ADmbolo_de_Levi-Civita
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Por otro lado, para la componente® A;:

8142 1 Yy DAEAN 8AZ 1
Gr7 = PeP"0ij = pipj) =i = L —(2ripj = bijrsp” — piry)

Donde se cambiaron algunos indices contraidos para no repetir 3 veces el mismo indice en una sola
expresiéon. Multiplicamos correspondientemente para obtener los dos términos de la sumas:

oA _ 1
Opj Ori— m?

Y Oipj y rirgp’
m\/rsrs m(rsrs)%

(psps5ijpj — pip;p’ ) +
Contraemos las deltas y notamos que con esto el término entre paréntesis se anula, entonces:

OH0A; v i e rirjpj

;o 3
Opj Or7  m\/rers M (r,rs)s

Ahora calculamos el otro término de la suma:

0A; OH 5 , .
=" AT — i’ — piyind
Oy D1 = (g3 TIT e i)

Al contraer la delta notamos que el primer término dentro del paréntesis es el doble del segundo,
mientras que la contracciéon de r;r/ la escribiremos como r¢r® para hacer mas evidente el célculo
posterior, y entonces:

0A; OH ; 0A; 0H rip ;
l—.:—% (ripjrj—pirsrs> = l—.:—l%—l—l b =
Op; Or’ m(rers)2 Opj Or? M (pgrs)a  MATST

Notamos que los dos términos que acabamos de calcular son exactamente iguales, y como la definicién
de paréntesis de Poisson nos pide que restemos estas cantidades, entonces se concluye que:

= {H,A}=0 = [{H A} =0

Entonces, el vector de Laplace-Runge-Lenz A es una cantidad conservada del sistema®.

®Una ayuda para derivar expresiones con indices contraidos es pensar en su forma vectorial. Por ejemplo, el término r;p’ hace
referencia al producto punto 7- 7, y entonces al derivar por r/ tiene que sobrevivir esa componente de (es decir, p;). De la misma
forma funciona con otros términos contraidos.

®En la pagina https://analyticphysics.com/Runge%20Vector/The%20Symmetry%20Corresponding%20to%20the%20Runge’
20Vector.htm se encuentra una discusion sobre la simetria asociada a esta cantidad conservada.


https://analyticphysics.com/Runge%20Vector/The%20Symmetry%20Corresponding%20to%20the%20Runge%20Vector.htm
https://analyticphysics.com/Runge%20Vector/The%20Symmetry%20Corresponding%20to%20the%20Runge%20Vector.htm
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P3. Cantidad conservada dependiente del tiempo:

De las preguntas anteriores de este auxiliar sabemos que para una cantidad @ que no dependa explici-
tamente del tiempo la condicién de ser una cantidad conservada puede escribirse con el paréntesis de
Poisson en la forma {H,a} = 0. Esta condicién nos servird para demostrar que fi y f2 son cantidades
conservadas, ya que justamente no dependen explicitamente del tiempo. Por la definicién de paréntesis
de Poisson necesitaremos las siguientes cantidades, que corresponden a las derivadas de H con respecto a
las coordenadas y momentos:

OH oH  0H OH

O —p—2z ; S=x o =gty o=
O Dz axr s €T ay Dz + 20y Yy

Entonces, partiendo por fi, calculemos las mismas derivadas:

o _ -t . Oh . O _ b Oh 1

Ox x2 " Op, ' 0y x| Opy, =
Entonces:
2
OHOfi 0f10H (py —by) by  (py +2by)
H, fi) = L _ | = Py Y WPy T E0Y)
. ar=2 L‘m dq'  Op; O¢° e T x

i=1

1
= {H,fl}ZE(—py+by+by+py—Qby) = |{H,fi} =0

Con lo cual se demuestra que f; es una cantidad conservada de sistema. Ahora para fo:

%: . 8f2:0 . %:$ . %:0
or 7 Opy "y " Opy

Entonces:

2
OH 0fy 0Ofy0H
H o} =S |22 2220 | gy — H, o) =
{H, f2} =) {apiaqﬁ p 0qi| ~ YTV = {H, f2} =0

i=1
Con lo cual queda demostrado que fo también es una cantidad conservada del sistema.

Ahora, para el caso de f3 la condicién {H,a} = 0 ya no es vélida, ya que f3 depende explicitamente del
tiempo. Para poder encontrar una condicién mas general, es decir, que admita cantidades «(g;, p;, t) que
dependen explicitamente del tiempo, partamos por la derivada total de esta cantidad:

at ot 9 T ot

%

Podemos reemplazar ¢; y p; por lo que nos entrega las ecuaciones de Hamilton, y entonces:

_ da_da Z[@H@a - 6048H}
dt ot Op; 0¢°  Op; ¢’

i
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Notamos que la tltima expresion corresponde a la definicién de paréntesis de Poisson, entonces:

da_(?oz

= E—a‘i‘{H,a}

La condicién de que la cantidad « se conserve es que su derivada total en el tiempo sea nula, entonces con
esto se obtiene la condicién general valida para cantidades a que pueden o no depender explicitamente
del tiempo”:

oo
= E‘F{H,O&}—O

Ahora vemos si la cantidad f3 cumple esta condicién. Se tiene que:

Of _ et . OB _ e Oz s Ofs
at_ xre 9 a"]j_e ) 8px_0 ) 8y_0 ) 8py_0

Entonces reemplazando:

dfs Ofy & [aHaf3 Ofs OH » » dfs
L H oy =28 S _ D I3 L fH ) =
o0 U el = +Z§ op 00 Opog) ~ e Twel = | T =0

Entonces, se demuestra que la cantidad f3 también es una cantidad conservada del sistema.

"El caso que trabajamos hasta ahora (sin dependencia explicita) se obtiene al decir que %—‘z‘ =0.



