
De la clase pasada:

Vertex-cover (Cubrimiento por vértices)
C ⊆ V es cubrimiento por vértices de G = (V,E) si
toda arista e ∈ E toca un vértice de C.

Dualidad débil en grafos generales
∀M matching, ∀C cubrimiento, |M | ≤ |V |

Teorema de König: Si G = (V,E) es un grafo bipartito
máx{|M | : M matching} = mı́n{|C| : C cubrimiento}

Demostración algorítmica.
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Algoritmo matching máximo, cubrimiento mínimo

Algoritmo (König 1931)

Entrada: G = (L ∪R,E) bipartito.
M ← ∅.
Repetir

Construir D(G,M) y árbol BFS desde s.
Q← {nodos alcanzables desde s en D(G,M)}.
si t ∈ Q entonces

M ←M∆P , con P el camino M -aumentante
encontrado.

en otro caso
C = (L \Q) ∪ (R ∩Q)
devolver (M,C)

fin
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Teorema importante

Teorema
Sea Q el conjunto de los nodos alcanzables desde s en D(G,M). Si M es máximo entonces
C := (L \Q) ∪ (Q ∩R) es cubrimiento por vértices de G y |C| = |M |.
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(continuación)

Teorema
Sea Q el conjunto de los nodos alcanzables desde s en GM . Si M es máximo entonces
C := (Q \ L) ∪ (Q ∩R) es cubrimiento por vértices de G y |C| ≤ |M |.
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Resumen algorítmico para G = (V, E) bipartito

1 Si M es matching máximo, se puede encontrar cubrimiento mínimo en tiempo O(n+m).
2 El algoritmo anterior encuentra un matching máximo y un cubrimiento mínimo de G

bipartito en tiempo O(n(n+m))
3 Mejores algoritmos:

Algoritmo Complejidad
König (1931) O(n(n+m))
Hopcroft-Karp (1973) O(

√
n(n+m))

Mucha-Sankowsky (2004) whp. O(n2,372864)
Madry (2011) whp. Õ(m10/7)
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Teorema de Hall
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Consecuencia: Teorema de(l matrimonio de) Hall

Hall (1935)
Sea G = (L ∪R,E) grafo bipartito. Existe un matching que cubre L si y solo si:

∀X ⊆ L, |N(X)| ≥ |X|

Demostración
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Algunas aplicaciones
Si G es grafo bipartito con aristas y regular (el grado de cada vértice es el mismo) entonces
tiene matching perfecto
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