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P1. Calentando motores
Considere la relación ≡2 en R por x ≡2 y ⇔ ∃k ∈ Z, x− y = 2k

a) Demuestre que es relación de equivalencia.
b) Encuentre [0]≡2.
c) Demuestre que R/ ≡2= {[x]≡2 | x ∈ [0, 2)}.

P2. Relación diferencia
Sea A ∈ P(E) fijo. Se define en P(E) la relación R por:

XRY ⇔ A \X = A \ Y

Demuestre que:

a) R es relación de equivalencia.
b) P(E)/R = {[X]R | X ∈ P(A)}
c) Para X,Y ∈ P(A), Xc 6= Y c ⇒ [Xc]R 6= [Y c]R

P3. Sumatorias varias
Calcule las siguientes sumatorias:

a)
n−1∑
j=3

(j + 1)(j + 2)

b)
n∑

k=3
bk − bk−3

c)
n∑

k=l

(2
l

)k

, con l ∈ N

d)
n∑

i=1
2i+1 i

(i+ 1)(i+ 2)

e)
n∑

i=1
i2i

P4. Propuesto: Congruencia modular
Sea R la siguiente relación en Z2 definida por:

(a, b)R(c, d) ⇐⇒ a+ b ≡2 c+ 3d

a) Demuestre que R es una relación de equivalencia.
b) Demuestre que {[(0, 0)]R, [(1, 0)]R} es partición de Z2.
c) ¿Cuántos elementos tiene Z2/R?.
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Resumen

[Clase de equivalencia]: Dado un elemento a ∈
A se define:

[a]R = {x ∈ A | aRx}

[Conjunto cuociente]: Al conjunto de las clases
de equivalencia de una relación R se le llama con-
junto cuociente, definido por:

A/R := {[a]R | a ∈ A}

[Equivalencias relevantes]: Sea R relación de
equivalencia en A y x, y ∈ A. Son equivalentes:

i) [x]R ⊆ [y]R
ii) [x]R ∩ [y]R 6= ∅

iii) xRy
iv) [x]R = [y]R

Obs.: Con esto se deduce que A/R

[Congruencia modular]: Sea n ∈ N. Se define Z
la relación ≡n por:

a ≡n b⇐⇒ n|(a− b)

[Teorema de División Entera]: Sean a,m ∈ Z
con m 6= 0. Entonces existe un único par q, r ∈ Z
tal que a = q ·m+ r y 0 ≤ r < |m|.

[Corolario]: Zn (:= Z/ ≡n) tiene n elementos:

Zn = {[r]n | 0 ≤ r < n}

[Sumatoria]: Sea (ai)i≥m secuencia de números.
Para n ≥ m se define la sumatoria de los términos
de (ai)i≥m por:

n∑
k=m

ak =
{

am si n = m

an +
∑n−1

k=m ak si n > m

[Propiedades importantes]: Se tienen las si-
guientes propiedades:

i)
n∑

k=m

1 = n−m+ 1

ii)
n∑

k=m

λak = λ
n∑

k=m

ak

iii)
n∑

k=m

(ak ± bk) =
n∑

k=m

ak ±
n∑

k=m

bk

iv)
n∑

k=m

ak =
n+s∑

k=m+s

ak−s para s ∈ Z

v)
n∑

k=m

ak =
s∑

k=m

ak +
n∑

k=s+1
ak

vi)
n∑

k=m

(ak − ak+1) = am − an+1 (Telescopica)

[Sumas importantes]: Algunas sumas relevantes:

•
n∑

k=0
k = n(n+ 1)

2

•
n∑

k=0
k2 = n(n+ 1)(2n+ 1)

6

•
n∑

k=0
ak = an+1 − 1

a− 1 con a 6= 1

¡Éxito en Cálculo! :)
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