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Resumen

Estructuras algebraicas
® Def: Dado un conjunto A no vacio. Una ley de composicién
interna (o l.c.i) en A es una funcién
x AXA— A
(x,y) = xxy

Es decir, una operacién que toma dos elementos de un
conjunto cuyo resultado es un elemento del conjunto.

Ejemplos de ello son:
e +tenRR

® . en Q
U en P(A), donde A es un conjunto

entre otros...
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Resumen

Estructuras algebraicas

Si * es una /l.c.i. sobre A, entonces al par (A, *) lo llamamos
estructura algebraica.

Si tenemos una segunda operacién A sobre A, entonces
denotamos por (A, x, A) la estructura algebraica que
considera ambas leyes de composicién interna en A.

Ejemplos de ello son:
(N7 +, ')7 (Zv +7 ')7 (Rv +a )
({V,F}, A, V)

entre otros...
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Resumen

Estructuras algebraicas

® Recuerdo de la estructura (Zn, +n, n)

® Zn={[0]n,[1]ns...,[n—1]n}

® [a]n +n [b]n = [a+ b]s

® [a]nn [b]ln =[a- b]n

® Esto serd importante para los préximos contenidos, asi que

vale la pena mencionarlo (es una estructura algebraica con
dos I.c.i.)

® En general, en vez de escribir tantas cosas sub n, haremos lo
siguiente
a+ b= c (mod n)

sefialando que todo es trabajo en Z,
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Resumen

Estructuras algebraicas

Las /.c.i. tienen las siguientes posibles propiedades:

Asociatividad Vx,y,z (x xy) xz = x * (y x z)
Elemento neutro (e), Vx xx e = ex x = x
Inverso x de y y viceversa xxy =y *xx = e
Conmutatividad Vx,y xxy =y * x
Absorbente (a), Vx x*xa=a

Idempotente (a), axa=a

Cancelable (a),
Vx,yasx =axy=x=yAXx*ka=yxa=>x=y

A distribuye respecto a
Vx,y,z xA(y*xz) = (xAy)*(xAz)A(xxy)Az = (xAz)x(yAz)
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Resumen

B
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Homomorfismos A ‘B 66

Una funcién f : A — B es un homomorfismo de (A, *) en
(B,A) siVx,y € A, f(xx*xy)=Ff(x)Af(y).

Cuando f es inyectiva, se llama un monomorfismo

Cuando f es epiyectiva se llama un epimorfismo

Cuando f es biyectiva se llama un isomorfismo. En este dltimo
caso decimos que f es un isomorfismo entre (A, )y (B, A).
Cuando (A, x) = (B, A), los homomorfismos se llaman
endomorfismos vy, si son biyectivos, se llaman automorfismos.

En estos casos decimos que f es un endomorfismo o
automorfismo en (A, x).
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Resumen

Homomorfismos

e Sif:A— B un epimorfismo de (A, x) en (B, A), entonces se
tienen las siguientes propiedades:

® Si (A, ) es asociativa, entonces (B, A) también lo es.
® Si (A, %) es conmutativa, entonces (B, A) también lo es.
® Si e es neutro de (A, %), entonces f(e) es neutro de (B, A).

e Si a € A tiene inverso b para (A, x), entonces f(a) tiene
inverso f(b) para (B, A).
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Resumen

Homomorfismos
Tenemos lo siguiente
® Sea f un homomorfismo, no necesariamente epiyectivo, de
(A, %) en (B, A), con neutros ea y eg, respectivamente.
® Sieg € f(A), entonces eg = f(ea)
® Sieg € f(A)y ac Atiene inverso b para (A, ), entonces f(a)
tiene inverso f(b) para (B, A).
® Dos estructuras (A, %) y (B, A) son isomorfas, denotado
(A, %) = (B, A), si existe una funcién f : A — B que es un
isomorfismo entre (A, ) y (B, A).
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Resumen

Homomorfismos
Tenemos lo siguiente
® Sea (G, *) una estructura algebraica. Diremos que (G, %) es
grupo si:
® x es asociativa
* admite neutro en G
todo elemento x € G posee inverso x ! € G
(Abeliano) si * conmuta
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Estructuras Algebraicas

P1.
Dado un conjunto no vacio A, sea F = {f : A — A|f es biyectiva}.
Se define la operacién x de la siguiente manera:

Vf,ge F,fxg=fog

Pruebe que * es una ley de composicién interna.

Estudie la asociatividad de *

Estudie la conmutatividad de x

® Encuentre el elemento neutro de *

Estudie la existencia de elementos inversos en F.
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Estructuras Algebraicas
Demostracis D) K ey lci— V9pgeF, #48 S5
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Estructuras Algebraicas
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Estructuras Algebraicas

Demostracién V™) W (Myers>s>:
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Estructuras Algebraicas

P2.
Sea S = {a, b,c} (donde a, by c son todos distintos) y * la ley de
composicién interna dada por la siguiente tabla

Determine si * es asociativa en S. Identifique el elemento neutro
de S, encuentre los inversos para * y determine si son linicos.

ot A ot
Ll hpets neuhv 0 €, no
%M s 7&?/2 4 co[wwwz a[gj\a /ﬂa/wlewklo; 749&,[9,




Problemas
000@00000

Estructuras Algebraicas

Demostracién y
S0 axb=c - alzé
é e A= C— ZO =
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AFR A =C > A =A
C +C - (C— C'=c¢C nemdro
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axbx L - (a4b)+b = CHb = b
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Estructuras Algebraicas

Demostracién X=Np+ & —> X e (ald,

052"6<ﬂ X*fj - np+N-% Fra+b
= V)(p+g)+z+é
x+y9 cLa+rbd, = X +Y = 246 (red)
X-Y=-p+2NF++6) A-3= 7 b (medn)
NPENg +7ns L bnp+ab 7

N(npgrasgibp) +2b—= Yyelald,
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Estructuras Algebraicas
s 4,2;’7003 /GLL/A

I/Xe(a X en

/Construya la tabla para la operacidon -5 en Zs. 1vert e le- (e’"é/
0 no en

/'/LES (Zs, -5) un grupo? Wo— Mt b
® Muestre que (Zs \ {[0]}, '5) es un grupo abeliano. > ep (gmpo?

© (s (Za\ {[0]},-4)) un grupo? NO

B g
o | L01, 013, (235 (39, L4
(ol| (oI, (o1, (0% LeZ Lol
[, [f01, 07 21, B33, LY
(23| To7s L2, 93, (s GJs
[3]5 Lods 1335 Lids L4 7, (295

Cl{l [_Ojs C"f?S £5j5 CZJS EAJJ

P3.

Considere la estructura algebraica (Zs, 5).
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Estructuras Algebraicas

Demostracion 5 L@%L ]5 sz szqu
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Estructuras Algebraicag
5
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Estructuras Algebraicas

Demostracién *y L 10 Cz’lf [:3‘24‘
bl 4 2 3
Ly 2 o zZ
£yl 3 20 A

oy no es (ci pam Zuy\ilolS



Problemas
000000800

Homomorfismos

P4.

Se define en R la ley de composicién interna * por:

x*xy=+/x>+y® Vx,y e R

Muestre que la funcién f(x) = x> es un isomorfismo de (IR, *) en

(R, +) y que también es un isomorfismo de (RR,-) en (R, -), donde
las operaciones + y - denotan la suma y producto usuales en R.
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Homomorfismos
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Homomorfismos
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Homomorfismos

Demostracién
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Homomorfismos
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Homomorfismos

Plx) morprsme ente
(R,-) y (R.-)

Demostracién

S S I A ALY
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Estructuras Algebraicas
(Propuesto) P5.

Se define en R? la ley de composicién interna * de la siguiente
manera

Y(a, b), (c,d) € R? : (a, b) * (¢, d) = (ac, bc + d)

. Es esta una operacién conmutativa? jasociativa? jtiene elemento
neutro? Determine aquellos elementos que tienen inverso y calcule
SUS inversos.



