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Auxiliar 4
Auxiliar para el control 1

<Qué es un espacio vectorial?

-Son flechitas que
se pueden sumary
alargar.

-Un conjunto sobre el
que actua un campo y
cumple ciertos
axiomas.

-Consiste de un grupo
abeliano junto con un
morfismo de anillos de un
campo al anillo de
endomorfismos del grupo
abeliano.

P1 Sistema de ecuaciones:
Considere el siguiente sistema lineal a coeficientes reales:

21 4x2  +(1—2a)xs +(B+ 1)z, = -3
To —T3 +(B — a)zy = -1
—2.’1)2 +2.’I}3 +(2 — 2ﬁ).’1}4 = -2

211 +2x3 +axy = 45 -3
2¢1  4xo +23 +a+B—-1)zy = 0

Determine condiciones sobre a y § para que el sistema:
(i) Tenga infinitas soluciones
(i) Tenga solucién tnica

(iii) No tenga solucién

Solucién:
2 1 1-2« B+1 | B-3
0o 1 -1 B—a | -1
0 -2 2 2—20 | -2
2 0 2 Q | 48-3
2 1 1 a+pf-1 | 0
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fs=f-hyfi=fi—-hf

2 1 1-2¢« B+1 | B8-3
0 1 -1 B—a | -1
0 -2 2 2-28 | -2
0 -1 2a+1 a—-F-1 | 36
0 0 2 a—2 | —8+3
fa=fat Loy f5=fs+2f
2 1 1-2a fB+1 | B-3
01 -1 B-a | -1
0 0 0 2—2a | —4
0 0 2« -1 | 36-1
0 0 2 a—-2 | —-B+3
fi=f—-hH
2 1 1-2a p4+1 | 5—3
0 1 -1 B—a | -1
0 0 0 2—-2a | —4
0 0 2« -1 | 38-1
0 0 0 a—1 | —-48+4
Permutar f3y f4
2 1 1-2a B+1 | B-3
01 -1 B-a | -1
0 0 200 -1 | 38-1
0 0 0 2—-2a | —4
0 0 0 a—1 | —-4p+4
fo=fs+3ifa
21 1-2a¢ p+1 | p-3
0 1 -1 B—a | -1
0 0 2« -1 | 38-1
0 0 0 2—2a | —4
0 0 0 0 | —48+2
Entonces:
e Sif#£ %, no hay solucién independiente del valor de o € R:
21 1-2a p+1 | p-3
0 1 -1 B—a | -1
0 0 20 -1 | 38-1
0 0 0 2—2a | —4
0 0 0 0 | —48+2

e Para 8 = 1/2: Utilizamos que 3! solucién si la diagonal # 0, entonces para que exista una tnica solucién a # 0A« # 1.

2 1 1-2a B+1 | B-3
01 -1 f-a | -1
0 0 20 -1 | 38-1
00 0 22 | 4
00 0 0 | —48+2

¢ No hay un caso con infinitas soluciones
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P2 Espacios vectoriales:
Sea M5 2(R) el espacio vectorial de las matrices de 2 x 2 a coeficientes reales sobre el cuerpo R. Considere los
siguientes sub conjuntos de My o(R) W1 = {A € Mg o(R)|A11 + A1a+ As1 + Ao = 0}, Wy = {A € My o(R)| Tr(A4) =
0}, con Tr(A) la funcién traza de una matriz definida como T7r(A) : M,,(K) - K

a)
b)

c)

Tr(A) = aii
=1

Demuestre que W3 es un sev de M;5(R)
Demuestre que W> es un sev de M 5(R)

Sean A\, A2, A3 € R, demuestre que cualquier elemento de W5 puede ser escrito como:

0 1 0 0 -1 0

Solucién:

a)

W1 es sev de M272(R) ssi VA, Ao e R,VA, B e Wi, MMA+ X oB e W,y

Entonces, sean A1, A2 € R, sean A, B € W1, tenemos que (M A + A2B);j = M A + A2 Byj.

También se tiene que A € W7 ssi Z?zl Z?Zl A =0

Por lo tanto: 3-5_) 7 (MA + X\aB)i = 35 i My + XeBij) = M Xiy iy A+ A Y S Bij = 0.
Lo que implica que (M A+ A\ B) € W

W3 es sev de Ma 2(R) ssi VA1, A2 € R,VA, B € Wy, MfA+ Xo2B € Wo

Entonces, sean A1, A2 € R, sean A, B € W5, tenemos que (MA + X2B);j = MA;j + X2 Biyj.

También se tiene que A € Wy ssi 23:1 A =0

Por lo tanto: 25:1()‘1’4 + A2 B)ii = 2?21()‘1‘4“' + XBii) =\ Z?:l Aii + Ao Z?:l B;; =0.

Lo que implica que (M A+ \3B) € Wy

Tenemos que A € Wy ssi Z?Zl Ay =0, sea A = (i Z) € W, entonces a + d = 0, lo que se puede escribir como
a = —d, con b, c y d variables libres.

i a by /(0 1 0 0 -1 0
Por lo tanto, podemos escribir A como (c d) =b (O O) +c (1 O) +d ( 0 1) QED

P3 Mas espacios vectoriales

a)

Sea P,<3[X] := {a3z® +ax2®+ a1z +ao| a; € R} el conjunto de polinomios menores o iguales a 3. Demuestre
que P,<3[X] es un espacio vectorial sobre R.
Diremos que P,,<3[X] es un espacio vectorial sobre R ssi se satisface YA, 8 € R,y,z € P,<3[X]:
Sean a; € R,b; € R, para i € {0,1,2,3}
y = azr® + asx® + a1z + ag € Po<s[X], 2 = b3a® + bax? + bz + by € Po<3[X]
(EVL) (A+ By = Ay + By:
A+ B)y = (A + B)(azx® + ax® + ayx + ag) = Mazx® + asx? + ayx + ag) + B(azz® + asx? + a1z + ag) = Ay + By
(EV2) My +2) = y+ Az
AMy+2) = Mazz® +asx® +a12+ag+b323 +box® +b1x+bg) = Mazx® +asx®+aiz+ag) +A(b3x® +box? +byx+by) =
Ay + Az
(EV3) A(By) = (AB)y:
ABy) = A(B(azz® + azx?® + a1x + ag)) = (AB)(azz® + asx® + a2 + ag) = (AB)y
(EV4) 1.y =y
1- (azz® + agx® + 12 + ag) = (azx® + a22® + a1z +ap) =y
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b)

Se considera el sistema lineal homogéneo de m ecuaciones con n incégnitas sobre el cuerpo R:

a1 + ... + aipr, = 0

am1T1 + ... + amntn = 0

Demostrar que el conjunto W de soluciones es un subespacio vectorial de R"
W es sev de R™ ssi VA1, Ao € RV, 290 € W, A\iz1 + Moz € W
ai,i . ain
Sea A = 5 ; : € Myn(R), © € W ssi Az = 0.
am,1 e Am.n
Entonces, sean Aj, A2 € R, sean x1,x2 € W, tenemos Ax; =0y Axs = 0, por demostrar que: A(A12z1 + Aoxe) =0
Como A; € R y por distribucién de la multplicacién frente a la suma, A(A1z1 + Aaza) = M (Aa7) + Aa(Aa3) =0

Sea Uy, := {(z,y,2,t) € R*|z =5t +b, con b € R, fijo}. ;Qué condicién debe cumplir este conjunto para ser
un sub-espacio vectorial de R*?.

Up es sev de R ssi VA1, Ay € R, Va,c € Uy, \a+ Aac € Uy

a = (xa7 Yay Zas ta)a c= (xcv Yey Zey tc)

d=Xa+ Xac= (Mg + AoZe, MYa + A2Ye, M 2a + Aaze, Mita + Aate) = (@4, Ya, 2d, ta)

Sabemos que z, = 5t, + b, z. = 5t + b y queremos demostrar que z4 = 5tg + b

24 = M Z2q + Aoze = )\1(5ta + b) + >\2(5tc + b) = 5(/\1ta + )\th) + ()\1 + /\2)b =5ty + (/\1 + )\Q)b

V)\1,>\2 S R, ()\1 + )\Q)b =b,ssib=0

Por lo tanto la condicién que debe cumplir el conjunto es que b = 0

P4 Matrices

a) LDU:
Encuentre la descomposicion LDU de la matriz:
1 0 3
A=10 3 2
1 -9 -1
Solucion:
1 0 3 1 0 3
Eis(-1){o 3 2 ]=|0 3 2
1 -9 -1 0 -9 —4
1 0 3 1 0 3 -
E>3(3)E13(-1) 10 3 2 1=10 3 2]=A4
1 -9 -1 0 0 2
1 0 0 1 00
ConE13(-1)=(0 1 0|yE;33)=[0 1 0
-1 0 1 0 3 1

A= (Ei3(-1)E»3(3)) A

Dejarlo hasta aqui en general bastaria:

A= (El.:j(_l)E‘z.:j(?)))_lIA

La inversa de una triangular inferior/superior es triangular inferior /superior.
En el auxiliar lo hice con el método de Gauss, pero se me olvidé invertir lo que quedaba en la parte derecha. Lo siento
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Esta es una descomposicién LU, para obtener la LDU podemos usar D=I

O también:
B 1 0 3 1 00 1 0 3
A=10 3 2| =0 3 0 0 1 %
0 0 2 0 0 2 0 0 1
Hay que dividir la fila completa (también fallé en eso en el auxiliar) Por lo que finalmente tenemos:
1 0 0 1 0 0 1 0 3
A=[0o 1 o]fo 3 o])fo 1 2
1 -3 1 0 0 2 0 0 1

b) Sea M € M,,,(R) una matriz tal que M'M € M,,,(R) es invertible. Se define la matriz P € M,,,,(R) como
P=1I-MM'M)"*M
donde [ es la identidad de dimensién m. Pruebe que

b.1) P2=P y PM =0, donde 0 es la matriz nula de dimensién m.

Solucion:
P?=(I—-MM'M)"*M")(I - M(M'M)~'M?)
= —M(MM)*M") — MM M) *M* + MM M) *M*M(M*M)™* M?
I

=P — M(M'M)™*M* + M(M A M (M M)~ M*

=P - MM'M)"*M' + M(M'M)~ M

=P

I
PM = (I —-M(M'M)*MYM = M — M(M'M)~ MM = M — MM: M—-M=0
b.2) Las matrices MM y P son simétricas.

Solucion:

(MMt = MY(MY)! = M'M
Pt = (I — M(M'M)~M*)?
— It — (M(M'M)~ 1M
=1 — M ((M'M)™H (M) usamos que MM es simétrica, entonces ((M*M)™ 1)t = (M*M)™*
=1 M'((M'M)"" )M
=P
b.3) P no es invertible (Ind: Argumente que M no es nula).

Por contradiccién, suponemos que P es invertible, entonces 3P~ tal que P~'P = I, pero tenemos que PM = 0, si
multiplicamos por P~!, entonces P~"'PM = 0 = M, como M # 0 tenemos una contradiccién
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Resumen

Teorema: Sea A € M,,«, son equivalentes.

= A es invertible

= 3! 2 solucién al sistema homogéneo: Ax =0
= Vi, Aj; # 0 (A es la matriz A escalonada)

= Vb, 3! = solucién al sistema Az = b

= Vb, 3 z solucién al sistema Az = b

Corolario: Sea A € My x, y 3B € My, tal que BA=1
— A esinvertibley B = A"!
Matriz traspuesta: Dada una matriz A = (a;;) € M, (K),
se define la traspuesta de A como aquella matriz de n x m que
denotaremos por A! tal que (At);; = aj;. Esto corresponde a
intercambiar el rol de las filas y columnas. Mas claramente, la
primera fila de A’ es la primera columna de A y asi sucesiva-
mente.
Matriz simétrica: Sea A € M,,,,,, A es simétrica ssi AT = A
Es facil verificar que A es simétrica ssi:

Q5 :ajNi,j = ].,...,TL
Matriz anti-simétrica: Sea A € M,,;,, A es anti-simétrica
ssi AT =—A
Matrices elementales: Definimos la matriz elemental E,, ;(\)
mediante
, sii=7]
; sii=¢q,j=p
, en otro caso
» La multiplicacién E, ,(A)A modifica la fila ¢ de A y co-

rresponde a multiplicar la fila p de A por A y sumarlo a
la fila q.

» Inversa: E, ,(\) es invertible y (E, ,(\)) ™! = E, o(=\).

Matriz de permutacién: Definimos la matriz de permutacién
I, ; mediante:

(Ep,q(/\))ij =

S > =

1, sti=jA(i#pVq)
Upg)ij =41, si(i=pAj=qV(i=qVj=p)
0, en otro caso

» La multiplicacién I, A permuta las filas p y q de A

ESPACIOS VECTORIALES:

Espacio vectorial Dado un grupo abeliano (V, +) y un cuerpo
(K, +,+), con una ley de composicién externa. Diremos que V es
un espacio vectorial sobre K ssi la ley de composicién externa
satisface VA, 8 € K, z,y € V:

(EV1) A+ Bz =Xz + fz
(EV2) Mz +y) = z+ Ay
(EV3) MBz) = (AB)z

(EV4) 1.z =z, donde 1 es el neutro multiplicativo del cuerpo
K.

En tal caso, los elementos de V se denominan vectores y los de
K, escalares.

Subespacio vectorial: Sea un espacio vectorial V sobre un
cuerpo K. Diremos que U # (), es un subespacio vectorial (s.e.v)
de V ssi:

s Vu,v e Uu+veU

s VAeKVue U uelU

Es decir, ambas operaciones, la interna y la externa, son cerra-
das en U.

Combinacion lineal Sea V' un espacio vectorial sobre un cuer-
po K, y una coleccién de vectores vy, va,...,v, € V |y de es-
calares A1,..., A, € K. Denominamos combinacién lineal a la
suma ponderada de estos vectores:

n
Z )\ivi = A11}1 + -+ )\nvn

i=1



