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Resoluciéon Auxiliar 10: Preparaciéon Control 2

P1: [C2: 2009-02] Sea V un espacio vectorial con base B = {u,v,w} y sea T : V — V una transformacién lineal tal
que T(u) =v—w; T(v) =u+v; T(w) =u+2v—w

a) Determine la matriz representante de T, Mpp(T), con respecto a las bases B y B.

0 1 1
Mpp(T)=[1 1 2
-1 0 -1

b) Sea L el subespacio vectorial de V generado por el vector x = 2u + 3v — w. Encuentre los siguiente
subespacios y sus dimensiones:
o T(L)
T(L):={yeV:y=T(x) Nz €L}

T(SC) = MBB(T) 3 =

Por lo tanto T(L) = L = ({2u+ 3v —w}) y dim(T(L)) =1
o LN Ker(T)
LNnKer(T):={ze€V:zeLAzxecKer(T)}
r€e€Ll <= z=A2u+3v—w);z € Ker(T) < T(z)=0.
Como T(x) = x para x € L, entonces x € LN Ker(T) = z =0. dim(LN Ker(T)) =0
o L+ Ker(T):
L+Ker(T):={acV:a=z+brxecLAbe Ker(T)}
Como L N Ker(T) = {0}, entonces L + Ker(T) = L & Ker(T), por lo que dim(L + Ker(T)) = dim(L) +
dim(Ker(T)) y una base de L + Ker(T) = base de LU base de Ker(T)
ze€Ker(T) < T(x)=0 < Mpp(T)x=0
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De donde x1 = 9 = —x3 y x3 = x3 variable libre.

Entonces Ker(T) = ({u+v — w})

= L+ Ker(T)={({2u+3v—w,u+v—w})y dim(L+ Ker(T)) =2
o Im(T)

Im(T) ={yeV:y=T(z),z €V}

T 0 1 1 T 0 1 1
MBB(T) To | = 1 1 2 To | = 1 x1+ |1 a9+ 2 xs3
T3 -1 0 1 I3 -1 0 -1
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Y por teorema niicleo imagen: dim(V) = dim(Im(T)) + dim(Ker(T)), dim(V) = 3, dim(Ker(T)) = 1, por lo tanto
dim(Im(T)) = 2, por lo que hay que escoger 2 elementos 1.i. para conformar la base de la imagen.
Im(T) = ({o —w,u+v})

P2: [C2: 2012-03] Sea P2(R) el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a dos con coeficientes
reales. Se definen los subconjuntos:

a)

b)

U = {p(z) € P2(R) : p(z) = p(—2),Vz € R}
V = {p(z) € P2(R) : —p(z) = p(—2),Vz € R}
Pruebe que U y V son subespacios vectoriales de P(R)

p(z) =az® +br+ceU <= p(x) =p(—z)Vr € R
— ar’ +br+c=a(—2)*+b(—z)+c)Vz €R
— ar’ —br+c=ar’ —b+cVr R
< a=aANb=-bAc=c
= b=0

2 U = {p(z) € P2(R) : p(x) = ax?® + c con a,c € R}

p(x) = az® +br+ceV < —p(z) = p(—z)Vz € R
= —(az’ + bz +¢) = a(—2)* + b(—z) + Vr € R
< —ar’—b—c=ar’ —br+cVz €R
<~ —a=a/ANb=bAN—-c=c¢c
< a=0Ac=0

= Vi={p(z) € P2(R) : p(x) = bx con b € R}

Notemos que U # 0,V # 0 y U C P2(R),V C P2(R) trivialmente.

U es sev de Po(R) <= Auy + Agus € U,Vug,us €U A, A2 €R:

Uy = a1x2 +c1,up = CLQZ‘Q +coy AUl + Aoug = /\1(a1x2 + Cl) + /\2(@21‘2 + Cg) = ()\1&1 + )\2@2)1‘2 + Aicp + Aacy =
asz® 4+ c3 € U, con az,c3 € R

Por lo tanto U es sev de P2(R)

Ves sev de Po(R) <= Ajv1 + Aave € VVur,u3 € VA A, A2 € R:

v = bix,v9 = box y AU + Agug = )\1(1)137) + )\2(()23?) = ()\1[)1 + )\2[)2)5[1 =bgx € V, con bg € R

Por lo tanto V es sev de Pa(R)

Muestre que B = {1 + 22,,1 — 2%} es una base de U Para demostrar que B genera U tenemos que demostrar
que los elementos de B son Li. y que B genera U:

LI: Sean a, 8 € R, si Vz € R, se cumple:
a(l+2?) 4+ B(1 —2%) =0,

entonces en particular, para x = 1:
20=0 = a=0

yparax =0y a=0
= =0

na(l+2)) +B(1—-2*)=0,V2ER = a=3=0

Por lo tanto B es 1.i.



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

Generacion: Opcién 1: Notamos que la combinacién lineal de elementos de B, nos da un elemento de U.
a(l+2?) +B(1 —2?) = (a+ ) + (o = B)2” = v + 62
Opcién 2: La base canénica de U tiene 2 elementos {1,272} y como demostramos 1.i. anteriormente y tenemos 2

elementos, entonces es base.

c) Encuentre una base de V y determine su dimensién
.V =bx,b e R, por lo tanto {} es base y tiene dimensién 1

d) Pruebe que P,(R)=U+V
Hay que probar que cualquier elemento de P2(R) puede ser escrito como suma de un elemento de U y un elemento
de W.Y en efecto:

az® + bx + ¢ = (az® +¢) + bz
EP2(R) €U €V

e) Determine si U + V es suma directa (Esto es, si Po(R) =U @ V).
PoR)=U8V <= U+VAUNV ={0}

Opcitn 1: p(z) e UNV = p(z) =0 (p(z) €U <= b=0Ap(x) €V <= a=0,c=0)
Opcidn 2: dim(P2(R)) = 3,dim(U) =1y dim(V) = 2, por lo tanto dim(UNV) =0

P3: [C2: 2017-02] Pruebe o de un contraejemplo en cada caso:

a) Existe una tinica transformacién lineal 7 : R® — R? tal que:

1 1
ke =(40)-(1)1)

y ademas
1 2 1
T|1]|=T12]|=1|2
0 1 3
Una transformacién lineal estd totalmente definida si sabemos lo que pasa con la base del espacio de salida, es decir
1 1 1
que si existe, entonces es Unica: Tenemos que O,11],]1
0 0 1

es una base de R3 (propuesto demostrarlo), por lo tanto solo nos falta ver que la transformacién lineal estd bien
definida y en efecto:

2 1 1 1 1 0 1
T|2|=T 1) +11) ) =T[1|+T|{1]=(0]+]2
1 1 0 1 0 0 3
b) Toda transformacién lineal T : R?* — R? tal que
1 1
T|10] =10
0 0
es biyectiva. Falso:
0 0 0
T|i1)T7(0)=1{0
0 1 0

Tiene Ker(T) = 2, por lo que no puede ser biyectiva
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c) Existe una transformacién lineal y biyectiva T : R? — Ma,.
No, ya que dim(R?) = 2 y dim(Ma2(R) = 4 y como dimdim(R?) < dim(Ma2(R))T no puede ser epiyectiva.

d) Existen dos subespacios vectoriales U,V de R* de dimensién 2 tal que U @& V = R*

1 0 0 0
ol [1 ol (o .

Verdadero: U = ({ ol 1o HyV=( o }). Claramente R* =U +V y U NV = {0}
0 0 0 1
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Resumen

Def-proposicién (Subespacio vectorial) Sea un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K. U # (), es subespacio vectorial (s.e.v)
de V ssi: VA1, Ao € K, Vuq,us € U, \juy + Agus € U.

Definicion: l.i. l.d. Sea {v;}.; C V , diremos que estos vectores son linealmente dependientes (l.d.) ssi: existen escalares
A1, -.; An, 10 todos nulos, tales que Y. ; A\;v; = 0. En caso contrario, son (L.i.)

Def: Base Dado un espacio vectorial V' sobre K, diremos que el conjunto de vectores vii—; es una base de V ssi: vil_; es (Li.)
y genera el espacio.

Definicién (Ntcleo) Sea una transformacién lineal T': U — V . Definimos el nicleo de T como el conjunto:

KerT ={x € U|T(z) = 0}.

Definicién (Imagen) Sea una transformacion lineal T': U — V . Definimos la imagen de T como el conjunto:
ImT=TU)={veV|FuelU:v=f(u)}

Def: Dimension Cardinalidad de la base

Def: Rango y Nulidad Rango=dim(Im(T)) Nulidad=dim(Ker(T))

Definiciéon (Suma directa) Sea un espacio vectorial V' y dos subespacios vectoriales U, W de V . Diremos que el subespacio
Z =U+W es suma directade U y W, notado UG W = Z, si Vv € Z, v se escribe de manera tnica como v = u+w,u € Uyw € W.
Prop. Suma directa Z=U W ssiUNW ={0} NU+W =2Z

Teorema del nicleo imagen (TNI):

Sean U,V espacios vectoriales sobre un cuerpo K, T : U — V una transformacién lineal, dimU < oco. Entonces:

dimU = dimKerT + dimImT
. Teorema 3.4. Sea T : U — V aplicacion lineal.
1. Si dimU = dimV entonces T inyectiva <= T epiyectiva <= T biyectiva.
2. Si dimU > dimV T no puede ser inyectiva.
3. Si dimU < dimV T no puede ser epiyectiva.
4. Como conclusién de (2) y (3) U isomorfo a V' <= dimU = dimV.

Matriz representante:

Sea T: U — V lineal y Sy = {u1,...,un} v By = {v1,...,0m} bases de U y V, respectivamente. Entonces llamaremos matriz
representante de T' con respecto a las bases Sy v Sy a la matriz obtenida de los coeficientes en la descomposicién de cada T'(u;)
en la base By . Concretamente,

T(ui) = anvi + aav2 +-+ AniVn a1 Q12 ... Qin

T(uz) = a1 + a2V +-+  Ama;, asy @s ... Qop
” MBU@V (T) =

T(up) = avr + a2pv2 +-+  Amn;, Aml Am2  --- QGmnp

Composicién:
SeanT:U — V, L:V — W lineales y By, Bv, Bw bases de U, V, W respectivamente. Entonces

Mg, gy (L o T) = Mﬂvﬁw (L)Mﬁuﬁv (T)

En particular si tenemos dos bases o, @ de U y 3, 3 de V, podemos considerar el siguiente diagrama:



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

U, oDy g
Maa@dwh szdv)
Ua T V.8



