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Guía C3: Diagonalización

P1 Considere la matriz A ∈M3×3(R) siguiente

A =

2 1 1
1 2 −1
1 −1 2


a) Calcular los valores propios de A
b) De una base ortonormal de vectores porpios de A
c) Encontrar una matriz P ∈M3×3(R) y D ∈M3×3(R), D diagonal, tal que A = PDP t

d) Es A una matriz invertible, justifique su respuesta

P2 Sea

A =




1
0
−1
0

 ,


1
1
1
1

 ,


5
3
1
3

 ,


0
1
0
−1




y W el sub espacio generado por A.

a) Extraiga de A una base de W
b) Ortonormalice la base encontrada.
c) Encuentre una base ortonormal de R4 que contenga la base de b)

P3 Sea A ∈ Mn,n(R) matriz simetrica con una base ortonormal de Rn de vectores propios v1, . . . , vn asociados a los valores
propios λ1, . . . , λn respectivamente donde 1 = λ1 > λ2 > . . . > λn > 0

a) Sea u =
∑n
i=1 αivi ∈ Rn. Pruebe que αi = 〈u, vi〉, que 〈u, u〉 =

∑n
i=1 α

2
i y Au =

∑n
i=1 λiαivi

b) Sea u ∈ Rn y w = Au− 〈u, v1〉v1. Pruebe que 〈w, v1〉 = 0
c) Sea u ∈ Rn. Pruebe que si 〈u, v1〉 = 0, entonces 〈Au, v1〉 = 0 y ||Au||2 ≤ λ2

2||u||2

d) Para w definido en b, pruebe que ||Amw|| ≤ λm2 ||w|| para todo m ≥ 1. Concluya que si u ∈ Rn y m ≥ 0 entonces:

||Am+1u− 〈u, v1〉v1|| ≤ λm2 ||Au− 〈u, v1〉v1|| →
m→∞

0

P4 Considere las siguientes matrices reales

A =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 2

 , B =


2 0 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 0 2

 , C =


0 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2


Calcule los valores y vectores propios de las matrices A,B y C. Diga cuales de ellas son diagonalizables
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P5 a) Sea A ∈Mn×n(R) diagonalizable y k ≤ n. Se conoce la siguiente factorización de A:

A = P



λ1 0 . . . . 0
0 λ2 . . . . .
. . . . . . .
. . . λk . . .
. . . . 0 . .
. . . . . . .
0 . . . . . 0


P−1

donde P ∈Mn×n(R) y λi 6= 0,∀i. Si definimos:

A+ = P



1
λ1

0 . . . . 0
0 1

λ2
. . . . .

. . . . . . .

. . . 1
λk

. . .

. . . . 0 . .

. . . . . . .
0 . . . . . 0


P−1

probar que A+ ·A = A ·A+ y que A+ ·A = P ·
(
Ik 0
0 0

)
. Diga cuales son los valores propios de A ·A+

b) Considere la matriz A ∈Mn×n(R) definida por

An =


w −1 0 . . .
0 w −1 . . .
. . . . . .
0 . . . w −1
w . . . w w


donde n ≥ 2, w ∈ R. Denotemos por Vn = det(An). Probar por inducción que Vn =

∑n
k=1 w

k (Indicación: Pruebe que
Vn = Vn−1 + wn)

P6 Encuentre todos los valores de los parámetros reales α y β de modo que la matriz

A =


2 α 0 0 0
0 2 α 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 1 β
0 0 0 0 1


sea diagonalizable.

P7 Sean R,S ∈Mn,n(R) con S invertible. Considere A = R · S y B = S ·R

a) Pruebe que v ∈ Rn es vector propio de A asociado al valor propio de λ ∈ R ssi Sv es vector propio de B asociado al
mismo valor propio. Concluya que A y B tienen los mismos valores propios.

b) Sean Uλ(A) = Ker(A− λIn) el subespacio propio de A asociado al valor propio λ ∈ R y Uλ(B) el sub espacio propio
de B asociado a λ. Pruebe que dim(Uλ(A)) = dim(Uλ(B))

c) Pruebe que A es diagonalizable ssi B es diagonalizable
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