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Conceptos tutiles:

s FEcuacién de Binet:

e FEcuacion de movimiento para una fuerza central:

m(i—r?) = F(r) ; 1=mr?0=cte

e Cambio de variable: ) l
0= — = = —q?
u(f) (0) = U
du d{1\dt T mr l
/ 9 = — = - - ——— = —— = — /
v = dt< )d@ 20 1 T "
d>u mdr dt . mF m27 . _% ,,

" _duw mardr _mr_ M
w0 =162 = T di s 16 27—

Introduciendo el cambio de variable en la ecuaciéon de movimiento radial:

o Caso Kepleriano (Ley de Gravitaciéon Universal):

GMm? GMm? GMm?

wu” +ud = l2m u? = +u= Tm = u(f) = Tm-i—c'lCOS(Q-FCQ)

12 12
?”(9) — 1 _ . GMm? = GMm2
GMm + Cycos(0 + ¢2) G%m GMm2 + Ch GMmQ cos(0 + 02) 1+C4 GM ———cos(0 + ¢3)
R 12 12
0 = = — s - @ @ @ =
r(®) 1+ ecos(f + ¢2) =R GMm2 € ¢ GMm? GiR

Donde R es el factor de escala de las secciones cénicas y € la excentricidad orbital. Asumiendo que
la masa m parte del periastro (punto mas cercano a M), y aplicando conservacion de la energia:

R 2E1?

P(0 = 0) = Rynin = 1_];3 S a=0210)= e+ = |1+ gnmm
» Casos (tipos de movimiento orbital):
o Hipérbola: e > 1, E >0
o Pardbolae=1, F =0
o Elipse (érbita acotada): 0 <e <1, E <0
G2M2m3

o Circunferencia (caso especial): € =0, E = Epp = — o
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Problemas:

1. La masa m esta sometida a la siguiente fuerza central, con A > 0 y B puede ser positiva o negativa:

4.2

r2 r3

F(r) =

Como la fuerza es central, se conserva la energia mecanica £ = K+U y el momentum angular [ = mr26
Utilizaremos la ecuacion de Binet para resolver y estudiar los distintos tipos de érbitas que se puedan
dar para la masa m, dependiendo de las relaciones entre los parametros que definen el movimiento.

. A B
m(# —rf)?) = F(r) = v*u” +u? = —%F(u) = W;—QuQ — %ug

mA mB

a) La ecuacién de Binet tendré distintas soluciones, dependiendo del signo de 1 + mB/[?

» Caso 1: 1+mB/I?<0=1?<-Bm= B<0

2
A
u=v-— m12 =00)=ud , V"0 =u"
v"(0) = kv = v(0) = Crcosh( kb + c2) = u(f) = Crcosh( /KO + c2) — T:—;;l

1
~ Cicosh( /RO + c2) — %

r(0)

El movimiento es una espiral que converge exponencialmente (mas rapidamente) a r = 0.
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» Caso 2: 1+ mB/I?=0=1>=-Bm= B<0
mA 1mA

2

r(0)

1
N Ch+ C%0 + %7772’492

El movimiento es una espiral que converge polindmicamente (mas lentamente) a r = 0.

= b) Caso 3: 1+ mB/I?>0=1>>-Bm=B<0VB>0

A B
u”(@):%—ku ; kzl—i-L;2 >0
mA
u=v-+ L2 = Ul(e) =u U”(Q) ——
A
v(0) = Cycos( VEO + co) = u(f) = ma + Cycos( VEO + )

R
1

r(0) =
(6) ZL—Z‘? + Cycos( Vb + ¢2)

Reorganizamos los términos para que la solucién se asemeje a la del enunciado:

kl? 124+mB
7“(9) _ mA _ lel R

1+ %C’lcos( VE6 + ¢3) 1+ %Clcos( VEO + c) 1+ ecos(ab + c2)

>+ mB mB kl?
R=—pa o=\t » =9

Aplicamos la condicién inicial, es decir, que la masa m inicia su movimiento en el periastro:

R R
I+e 1+ ecos(ca)

T(QZO)ZRmm: =cy =0

Con esto, obtenemos la solucién del enunciado: una elipse que precesa, ya que a # 1:

R

r(f) = 1 + ecos(ab)
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Para determinar si el movimiento de precesion se adelanta o atrasa con respecto al movimiento
de traslacion, debemos analizar el signo de B:

e Si B es positiva, la precesién se adelanta a la traslacién:

B>0=a= 1+l72>1

o Si B es negativa, la precesion se atrasa con respecto a la traslacién:

B
B<0=a=1+5> <1
Por otro lado, la velocidad angular orbital es:
. l l 9
0(0) = o e 25 (1 + ecos(ad))

La que esta en términos de la excentricidad €, la cual no tenemos explicitamente, ya que estaba en
funcién de la constante de integracién Cy. Para determinarla, usamos conservacion de la energia:

E:cte:K—i-U:%m(f‘2+7‘29.2)+U(7“)



Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

La energia potencial asociada a la fuerza central la calculamos integrando la fuerza desde una
referencia = oo hasta la distancia radial r:

" " A B A B
U(r):—/ooF(r)dr:—/oo< = T)dr——r+2r2

Realizando los cambios de variable de Binet, reescribimos la energia mecanica:

1 12,2112 32 P 5 5 B ,

Reemplazando u y v’ en la expresién para la energia:

om R2 R2 R 2 R2

2 [(_ 2 2 2
B = (( easen(ab)) n (1 4 ecos(ad)) > B A(l + ecos(ab)) n B (1 + ecos(ab))
Evaluamos en 6 = 0, ya que la energia es constante:

12 (1+e)2_A1+e B(1+¢)?

" 2m R? R 2 R?
2mR*E 2mAR mB
= :(1+e)2—l72(1+e)+l—2(1+e)2
2mR*E 5 2mAR 2mAR  mB 9
= =142+¢€ — R €+ B (14+2e+€)
2mR*E 2mAR mB mB  mAR mB\ ,
l2 =1- 7l2 + l2 +2 1+ l l2 €+ 1+ZT €

Reemplazando el valor del factor de escala R y reordenando los términos:

mB mB mA 1 12 mB  2mA 1 12 2mE 1 12
I+—— |e2+2( 1 ———=|B 1 B+— | ="F"—B+—
(+12>6+<+z 12A<+>)++l 1z A<+m> B A2<+m>

2
mB 2mE 12 mB  2m 12
Tl P L - S IR T ALY [ - ST
<+ 2 )6 z2A2< +m> z z2< +m>
2

2 B 2 28 2 2 2
PloymBle_ (e D)e=2E(p D) _(Brl) 1o b
m 12 m A2 m m m

2F 12 2F 12
e = A2<B+ >+1: \II+AQ<B+ )

Como B+1?/m >0, E < 0, conlo que 0 < € < 1, con lo que el movimiento es efectivamente en una
elipse. Asi se tienen todas las magnitudes pedidas con sus constantes explicitamente calculadas.
Obs: Notamos que si B =0 = a =1 y se recupera el caso Kepleriano (elipse estacionaria).
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