
P1. Me tinca por gráfico

Usando el gráfico de la siguiente función f(x)

Diga si existen los siguientes ĺımites, y de existir, cuales son:

(a) ĺım
x→5

f(x)

(b) ĺım
x→4

f(x), ĺım
x→−1

f(x)

(c) ĺım
x→1+

f(x)

(d) ĺım
x→0+

f(x), ĺım
x→0−

f(x), ĺım
x→0

f(x)

SOL: De la inspección del gráfico podemos concluir:

(a) ĺım
x→5

f(x) = 1

(b) ĺım
x→4

f(x), ĺım
x→−1

f(x) no existen, pues ambos di-

vergen.

(c) ĺım
x→1+

f(x) = 0

(d) ĺım
x→0+

f(x) = −1, ĺım
x→0−

f(x) = −1, ĺım
x→0

f(x) = −1

P2. Cambia todo cambia

Calcule los siguientes ĺımites:

(a) ĺım
x→0

sin(ax)

sin(bx)

(b) ĺım
x→0

eax − ebx

x

(c) ĺım
x→0

1− cos(πx)

x2

(d) ĺım
x→1

x− x
ln(x)

(e) ĺım
x→π

2

(x− π

2
) tan(x)

SOL:

(a) ĺım
x→0

sin(ax)

sin(bx)
=

a

b
ĺım
x→0

sin(ax)

ax
· bx

sin(bx)
=

a

b
ĺım
x→0

sin(ax)

ax
· ĺım
x→0

bx

sin(bx)
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Haciendo el cambio de variable u = ax, v = bx, cuando x → 0 =⇒ u → 0, v → 0:

ĺım
x→0

sin(ax)

sin(bx)
=

a

b
ĺım
u→0

sin(u)

u
· ĺım
v→0

v

sin(v)
=

a

b
· 1 · 1 =

a

b
.

(b) ĺım
x→0

eax − ebx

x
= ĺım

x→0

eax − ebx + 1− 1

x
= ĺım

x→0

(eax − 1)− (ebx − 1)

x
= a ĺım

x→0

eax − 1

ax
− b ĺım

x→0

ebx − 1

bx

Haciendo el cambio de variable u = ax, v = bx, cuando x → 0 =⇒ u → 0, v → 0:

ĺım
x→0

eax − ebx

x
= a ĺım

u→0

eu − 1

u
− b ĺım

v→0

ev − 1

v
= a · 1− b · 1 = a− b

(c) ĺım
x→0

1− cos(πx)

x2
= π2 ĺım

x→0

1− cos(πx)

(πx)2

Haciendo el cambio de variable u = πx, cuando x → 0 =⇒ u → 0:

ĺım
x→0

1− cos(πx)

x2
= π2 ĺım

u→0

1− cos(u)

u2
= π2 · 1
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(d) ĺım
x→1

x− x
ln(x) = ĺım

x→1
exp(ln(x− x

ln(x) )) = ĺım
x→1

exp(− x

ln(x)
· ln(x)) = ĺım

x→1
exp(−x) = e−1

(e) Haciendo el cambio de variable u = x− π
2 , cuando x → π

2 =⇒ u → 0:

ĺım
x→π

2

(x− π

2
) tan(x) = ĺım

u→0
u · tan(u+

π

2
) = ĺım

u→0
u ·

sin(u+ π
2 )

cos(u+ π
2 )

= ĺım
u→0

u ·
sin(u) cos(π2 ) + cos(u) sin(π2 )

cos(u) cos(π2 )− sin(u) sin(π2 )

= ĺım
u→0

u · cos(u)

− sin(u)
= − ĺım

u→0

u

sin(u)
· ĺım
u→0

cos(u) = −1 · 1 = −1

P3. Bajando los limites

Demuestre que ĺımx→0+ x ln(x) es igual a 0.

Con ayuda de lo anterior, calcule:

ĺım
x→0+

xx

SOL: El primer ĺımite lo haremos por definición, es decir, mostraremos que:

∀ε > 0,∃δ > 0 : x ∈ (0, δ) =⇒ |x ln(x)| < ε.

Sea ε > 0. Notemos que, como x > 0 y y usando las desigualdades del logaritmo:

|x ln(x)| = x| ln(x)| ≤ x|x− 1|

Si elegimos un δ1 = 1, de tal forma que x ∈ (0, 1), entonces |x− 1| < 1, luego:

|x ln(x)| ≤ x|x− 1| < x
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Por último, si elegimos un δ2 = ε, entonces x ∈ (0, δ2) =⇒ x < δ2 = ε =⇒ x < ε. Por lo tanto, si tomamos
δ = mı́n(1, ε) se cumple que:

|x ln(x)| < x < ε

Por lo tanto, hemos encontrado un δ tal que si x ∈ (0, δ) =⇒ |x ln(x)| < ε.

Utilizando el ĺımite anterior, notemos que:

ĺım
x→0+

xx = ĺım
x→0+

exp(ln(xx))

= ĺım
x→0+

exp(x ln(x))

= exp( ĺım
x→0+

x ln(x))

= e0

= 1.
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