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Solucién:

1. Sea z,y € R tomemos la desigualdad y veamos equivalencias !

2., .2
2< P Y oY
y oz Ty
= 20y < 22 + 42 / - xy (como x,y > 0, por clausura zy > 0)

— 0 < a? —2xy + o>
= 0< (v —y)?
<~ True

Notemos que la ultima equivalencia es cierta, pues por propiedad Yz € R, 22 > 0.

2. Sea x € R%, notemos que es un caso particular de el problema 1, ya que como se cumple
Vy € R7 en particular se cumple para y =1 > 0.

3. Sea x,y € RY, trabajemos con la expresién

(z+y) @4y )=z oy oy Fyy?

x
—1+24+ %4
Yy x
X
—24+ 244
Yy T

Luego, notemos que como 2 < % + %, por lo tanto sumando 2 tenemos que:

Y

T

2+2<2+ 4% s g<co 24 Y
) y
y por lo tanto, concluimos que

A< (@+y) @ +y )
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4. Sea x,y € R} tales que 22 4+ y? = 4, notemos que podemos trabajar la siguiente expresién

(x—y)? >0 <= 2> +y* > 2wy

= 4> 2y (492 = 4)

—=4>2xy >0 (z,y > 0 por clausura zy > 0)
— 16 > 4a?y? (por clausura multiplicacién)
= 4> %> (/471

5. Dados a, b, c € R recordemos las siguientes desigualdades

a’ + b > 2ab
a® + 2 > 2ac

A+ 02> 2b

Entonces podemos sumar las 3 expresiones (Propiedad de Orden 6) obteniendo el siguiente
resultado

2a% + 2b* + ¢* > 2ab + 2ac + cb
= a®>+b0*+E>ab+ac+ch (27! > 0) y prop 4a)

Solucién

1. Sea x € A, entonces = cumple que:

r—4 r—5 r—4 x-—5
> <

- >0
r—5" -8 r—5 x—-87
_ Q) (1 F)2
(z=4)w—8) = (z=5) >0 (minimo comin entre fracciones)
(x —5)(x —8)
x2—12x+32—x2+10x—25>0
(x—5)( - 8) -
—2x+7 >0
(z—=5)(z—-8) ~

Entonces ahora tenemos que hacer un andlisis de signo (la tablita), primero encontremos los
puntos criticos!, que es cuando alguno de los factores se hacen 0

7
e S {5,5,8}

Luego los ordenamos y vamos viendo por intervalos !

('OO 7%) (%,5) (578) (8700)
2z +7 + - - -
T —95 - - + +
T —38 - - - +
% + - + -

Pauta 2 2



donde % = —=227T _ luego notemos que, donde el signo es positivo es donde se cumple la

~ @5)(@-8)
desigualdad!, o sea que por el momento la soluciéon es:
7
(00, 5) U (5,8)

solo queda ver los bordes, osea los puntos criticos.

Directamente tenemos que 5 y 8 no pueden estar en la solucién, pues indefinen la expresion %.
ahora para el caso de %, como anula a % si cumple la inecuacién, pues 0 > 0 es cierto.

Luego la solucién es:

(50,310 (5,8)

2. Solucion 1:

Trabajemos la expresién y completemos cuadrado:

2 + 2kx + k =2® + 2k + k* + k — k* (0 =k* — k?)
=(x+k)?+k—k>0

Entonces lo que queremos es que la expresiéon anterior sea mayor a 0 Para todo x en R, esto
es en particular para x = —k, que reemplazando tenemos que:

k—k >0
Esta es una desigualdad que podemos trabajar!
k—k2>0 <= k(1—Fk) >0

luego basta con hacer una tabla similar al problema anterior y ver cuando el signo es positivo
(pues nos piden que sea > 0).

k + + +
1—k - + -
%o - + -

Notar que los bordes no importan, pues la desigualdad es estricta! Luego los k € (0, 1) satisfacen
la desigualdad pedida Vo € R, pues (z + k)2 > 0Ak —k*>0 = (z+k)?>+k—k?>0.

Solucion 2:

Notemos que como es una inecuaciéon cuadratica, basta con ver si el discriminante A < 0 y asi
nos aseguramos que no cambia de signo, y luego verificamos que es positivo para obtener el
resultado.

Estudiemos el discriminante, recordemos que para una ecuacion cuadratica de forma az®+bz+c
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su discriminante se define como A = b? — 4ac, impongamos que A < 0

A<0 < (2k)? -4k <0
= 4k* — 4k <0

—k-k<0 /-

—=k—-k>0 /- (=1)

Notemos que llegamos a la misma inecuaciéon k — k? > 0 que sabemos que tiene solucién (0, 1),
luego como sabemos esa solucion, basta con chequear que en algin lugar es positivo, ya que no
cambia de signo!, en efecto reemplazando © = —k queda que

-2+ k=k—k>>0

Luego en x = —k es positivo y por lo tanto toda la expresion es positiva! se concluye entonces
que para todo x € R
22+ 2%kz+ k>0

3. a) Veamos la primera inecuacién |z — 3| < % Lo resolveremos via métodos de puntos criticos!,
en este caso un punto es cuando la expresién dentro de valor absoluto es 0, como hay un
solo valor absoluto, los puntos criticos seran

z. € {3}

. Luego dividiremos los ntimeros reales en intervalos con los puntos criticos y tomaremos x
en esos intervalos.
e x € (—00,3).
En este intervalo ocurre que: x — 3 < 0 y por definicién de valor absoluto queda que

(Definicién valor absoluto)

1 1
— < — — — < —
‘gj 3|_2<:> (1‘ 3)_2

N —

<— —x+3<
¢$5<

— X

5 =

Luego x € (g, o0) pero como x € (—00,3), queremos que se cumplan ambos por lo
tanto tomamos la interseccion!

5 5
(57 OO) N (—OO, 3) = (57 3)
e x € (3,00)
En este intervalo ocurre que: x — 3 > 0 y por definicién de valor absoluto queda que

1 1
|z — 3| < 5 - 3< 5 (Definicién valor absoluto)
1
—r—-3< 5
Ty
<~z < ’
< L
-2
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Luego z € (—o0, %) pero como x € (3,00), queremos que se cumplan ambos por lo
tanto tomamos la interseccién!

T

7
7) N (3’ OO) = (37 9

2

(7007
Luego la solucién tentativa es la unién de las dos soluciones anteriores

(7a 3) U (37

2 2)

pero faltan ver los bordes, de aqui es facil ver que 3, %,% si estan en la solucién, pues es
solo reemplazar en la desigualdad y ver que la cumplen, por lo tanto la solucién es:

571
2’2

53]

b) 2|z| — |z — 1] < 0 Veamos que los puntos criticos son z. € {0, 1}

* z € (—00,0)
En este casoz < 0y x—1 < —1 < 0, entonces aplicando la definicién absoluto tenemos
que:

2z — |z — 1| <0 <= 2(—z) — (—(r — 1)) <0  (Definicién valor absoluto)
— —2z4+zx-1<0
— —r—-1<0
—= —1l<z

Luego z € (—1,00) N (—00,0) = (—1,0)
ez € (0,1) En este caso x > 0y z — 1 < 0, entonces aplicando la definicién absoluto
tenemos que:

2zl -z -1 <0 <=2z ——(x—1) <0 (Definicién valor absoluto)
—=3r-1<0
1
T < g

Luego x € (—o00,3) N (0,1) = (0,3)
e x € (1,00) En este caso x > 0y  — 1 > 0, entonces aplicando la definicién absoluto
tenemos que:

2zl — |z -1 <0 <=2z —-(x—1) <0 (Definicion valor absoluto)
—=r+1<0
—r< -1

Luego = € (—oo,—1) N (1,00) =0
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Unimos las 3 soluciones para obtener la solucién total, notemos antes que 0 pertenece a
la solucién pues cumple la inecuacién! 20 — |0 — 1| = —1 < 0 y que los bordes —1,% no

cumplen la inecuacion!

Luego la solucion es:

1 1
(—1,0) U (0, 5) upu{o} = (-1, 3)

c) Notemos que

r+2  x+2 <0
202 —3x  x(2w —3)

Entonces como esta factorizado solo quedan ver los puntos criticos y hacer la tablital
z. € {—2,0, %} y quedarnos con todos los puntos que tienen signo negativo pues nos piden
que sea < 0.

(_007_2) (_270) (07 %) (%’OO)
T +2 - + +
T - - + +
20 — 3 - - - +
% - + - +

Notemos que los bordes en 0, % no estan en la solucién, pues indefinen la expresion, y que
—2 tampoco cumple pues 0 < 0 es falso.

Luego la solucién es

d) [r—8 <z —2
Igual que antes los puntos criticos son z. € {8} vayamos por casos entonces:
oz € (—00,8)
En este caso x — 8 < 0 entonces:

lr —8|<x—2 <<= —(z—-8) <z —2 (Definicién valor absoluto)
— 10 < 2z
1
—=bh<ux /- B

Luego z € (5,00) N (—00,8) = (5,8)
* z € (8,00)
En este caso z — 8 > 0 entonces:
|t —8|<x—2 <= (z—8) <z —2 (Definicién valor absoluto)
— —8< -2
> True

Lo ultimo es cierto Vo € R, entonces x € RN (8, 00) = (8,00)

Ahora uniendo todas las soluciones parciales tenemos:

(5,8) U (8,00)
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Pero notemos que el 8 también cumple la desigualdad, pero el 5 no lo cumple Luego la
solucién es:

(5,00)
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