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P1. a) Calcule la integral de trabajo del campo F (x, y, z) = (x − z, z − y, x − y) sobre la curva dada por la
intersección entre el cilindro {x2 + y2 = 1, z ∈ R} y el plano {z + x = 1, y ∈ R}.

b) Sea S la superficie dada por z2 = x2 + y2 para z ∈ [1, 2]. Bosqueje S, de una parametrización y calcule el
flujo

ˆ
S

F · d ~A,

para el campo F (x, y, z) = ı̂x+ ̂y + k̂z2.

P2. a) Calcule la integral de trabajo para F (x, y, z) = (x2y, 2y, x) sobre la curva Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 donde,

Γ1 =


x2 + y2 + z2 = 1
x = 0
y ≥ 0, z ≥ 0

Γ2 =


2x+ z = 1
y = 0
x ≥ 0, z ≥ 0

Γ3 =


4x2 + y2 = 1
z = 0
x ≥ 0, y ≥ 0

b) Sea F (x, y, z) = x2ŷ+ y2zk̂. Calcule el flujo de F sobre S = {4 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 9, z ≥ 0} ⊂ R3 usando
el Teorema de Gauss.

P3. Considere la superficie S que se muestra en la Figura 1, orientada de modo que la normal del sector circular
superior apunte hacia arriba. Se define F = ρ2ẑ + zρρ̂, calcule la integral de trabajo sobre ∂S.

P4. a) Demuestre que si F es un campo vectorial clase C2 entonces

∇× (∇× F ) = ∇(∇ · F )−∆F.

b) Demuestre que si φ es un campo escalar clase C2 descrito en coordenadas ortogonales como φ(w1, w2, w3),
entonces su laplaciano se expresa como

∆φ = 1
H

3∑
j=1

∂

∂wj

[
H

h2
j

( ∂φ
∂wj

)]
,

donde hi es el factor de escala asociado a wi para i ∈ {1, 2, 3} y H = h1h2h3.

P5. Considere un sistema de coordenadas cilíındricas parabólicas, que se define en términos de las coordenadas
cartesianas de la siguiente forma x = στ , y = 1

2 (τ2 − σ2) y z = z.

a) Calcule los factores de escala asociados a (σ, τ, z).
b) Encuentre los vectores unitarios, chequee que son ortogonales y busque el orden positivo.
c) Sea

F =
(

τ3
√
σ2+τ2 + zσ√

σ2+τ2

− στ√
σ2+τ2 + zτ√

σ2+τ2

)
,

calcule divergencia y rotor.



Facultad de Ciencias Físicas y Matemáticas Universidad de Chile

Figura 1

Para un sistema de coordenadas curvilineas ~r = (u, v, w) se tiene que hu = ‖ ∂~r∂u‖, hv = ‖ ∂~r∂v‖ y hw = ‖ ∂~r∂w‖.

û = 1
hu

∂~r
∂u y de forma análoga se define v̂ y ŵ.

∇ · F = 1
huhvhw

(
∂
∂u

[Fuhvhw] + ∂
∂v

[huFvhw] + ∂
∂w

[huhvFw]
)

∇× F = 1
huhvhw

∣∣∣∣∣∣
huû hv v̂ hwŵ
∂
∂u

∂
∂v

∂
∂w

Fuhu Fvhv Fwhw

∣∣∣∣∣∣
Cilíndricas: ~r(ρ, θ, z) = (ρ cos θ, ρ sen θ, z), hρ = hz = 1 y hθ = ρ.

Esféricas: ~r(r, ϕ, θ) = (r senϕ cos θ, r senϕ sen θ, r cosϕ), hr = 1, hϕ = r y hθ = r senϕ.

(Integral de flujo) Sea S una superficie regular orientable,

ˆ
S

F · d ~A =
ˆ
D

F (~r(u, v)) ·
[
∂~r

∂u
(u, v)× ∂~r

∂v
(u, v)

]
dudv,

donde ~r : D ⊂ R2 → R3 es una parametrización regular de S compatible con la orientación.

dV = |( ∂~r∂u ×
∂~r
∂v ) · ( ∂~r∂w )|dudvdw.

(Integral de trabajo o línea) Sea Γ una curva simple y regular,
ˆ

Γ
F · d~r =

ˆ b

a

F (~r(t)) · d~r
dt

(t)dt,

donde ~r : [a, b]→ R3 es una parametrización regular de Γ.

(Teorema de Gauss) Sea Ω ⊂ R3 abierto, acotado y de frontera ∂Ω orientada según la normal exterior.
Sea F campo C1. Entonces,

ˆ
∂Ω
F · d ~A =

ˆ
Ω
∇ · FdV.


