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P1. Trigonometria

a) Resuelva la ecuacién:

1) 1
sin(2x) cot(z) — sin?(z) = 3

2)
sen(2zx) = cos(x/2)
y verificar si 3%

3)
1+ cos(x) + cos(2x) + cos(3z) =0

b) Demuestre la siguiente propiedad.

1) % - sin(x) - sec2(g) + cos(x) - tan(g) —sin(x) =0
4tan(x) — 4tan>(x)
1 — 6tan?(x) + tan*(x)

3) sin(z) + sen(y) =2 - sin(w —; y) - COS(:E ; y)

2) tan(4z) =

P2. Axioma del Supremo

Considere el conjunto:
1

Demuestre que inf(A) = 0.

P3. Sucesiones

Demuestre usando la definiciéon de convergencia de sucesiones que:

1
lim 4/14+—=1
n

n—o0

P4. [Mds de funciones]
Considere la funcién f : R — R definida por

_ 1+ sen(z)
1 — cos(x)

/()

Encuentre dominio, ceros, paridad, signos, periodicidad e inyectividad.
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P5. [Té Supremo HIERBA LIMON FRAMBUESA]
Sean A C R un conjunto no vacio y acotado y sea f : R — R una funcién decreciente. Demuestre que
el conjutno f(A) = {f(z)/xz € A} tiene infimo y supremo, y que:

f(sup(A)) <inf(f(A)) < sup(f(A)) < f(inf(A))

2 Axioma del Supremo

2.1 Definiciones Basicas

a) Un conjunto A se dice acotado superiormente si existe un real ¢ € R que sea mayor o igual que todos los elementos
del conjunto en cuestién. Vale decir, si verifica que

(FeeR)(VreA) z<e.

A ¢ se le denomina cota superior del conjunto A, v si ademis ¢ € A se denomina mdrimo del conjunto. Notar que
cualquier otro real mayor o igual a una cota superior de A, también es cota superior del conjunto.

b

—

Un conjunto A se dice acotado inferiormente si existe un real d € R que sea menor o igual que todos los elementos
del conjunto en cuestion. Vale decir, si verifica que

(deR)(Vre A) z>d

A d se le denomina cota inferior del conjunto A, y si ademis d € A se denomina minime del conjunto. Notar que
cualquier otro real menor o igual a una cota inferior de A, también es cota inferior del conjunto.

¢) Un real s € R se dice supremo de un conjunto A (v lo denotamos s = sup(A)), si es cota superior de él y a la vez es
la menor de las cotas superiores. Cuando el maximo de un conjunto existe, es necesariamente igual a su supremo.

d) Un real s € R se dice infimo de un conjunto A (v lo denotamos s = inf(.A)), si es cota inferior de él v a la vez es la

mayor de las cotas inferiores. Cuando el minimo de un conjunto existe, es necesariamente ignal a su infimo.

2.2 Axioma del Supremo
a) Todo conjunto no vacio y acotado superiormente, posee supremo.

b) Todo conjunto no vacio y acotado inferiormente, posee infimo.
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2.3 Propiedad Arquimediana

El conjunto de los nimeros reales se dice arquimediano, esto quiere decir, que para todo real = > 0, existe un natural
n € N suficientemente grande, tal que n-z > 1 o andlogamente, tal que > 1. En términos de cuantificadores, escribimos

(Vx> 0)(ImeN) nx>1.

2.4 Propiedades e Ideas Generales
a) Sean A v B dos conjuntos no vacios y acotados superiormente. Si definimos a partir de ellos los conjuntos
A+B={r+y : €A, ye B}, A-B={xy : v € A, ye B},
tenemos entonces que
i) sup(A + B) = sup(A) + sup(H).
ii) sup(A - B) = sup(A) - sup(B).

b) El axioma del supremo y la propiedad arquimediana pueden ser usados para demostrar una serie de propiedades
interesantes de muchos conjuntos numéricos (que los naturales son infinitos, la densidad de los racionales en los
reales, la existencia del conjunto de los irracionales, ete).

¢) ldeas para demostraciones: en general, suele ser una buena idea para demostrar que un real es supremo o infimo
de un conjunto en particular, razonar por contradiccion.

i) Si s es una cota superior de un conjunto no vacio A, y se desea demostrar que s = sup(A), suele ser una buena
forma para verificar esto tltimo mostrar que para todo £ > 0, el real s — £ no puede ser cota superior de A,
En palabras simples, se estd demostrando que no podemos restar nada a s para que siga siendo cota superior,
y por ende s es la menor de ellas,

ii) Si s es una cota inferior de un conjunto no vacio A, y se desea demostrar que s = {nf{ A), suele ser una buena
forma para verificar esto 1iltimo mostrar que para todo £ > 0, el real s + £ no puede ser cota inferior de A.
En palabras simples, se estd demostrando que no podemos sumar nada a s para que siga siendo cota inferior,
y por ende s es la mayor de ellas,
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P1. Resolver la ecuacion trigonométrica:

T
sen 2x = cos 5

Graficar las soluciones en el circulo geométrico y determinar si 3?” es solucion.
Solucion

Primero recordemos que sen o = cos ( -

3 a) , entonces

2 LN (T 2 ) I
Sen Zr = COS — COS | — — 42X | = COS —
2 2 2

@cos(gf%:)fcosg:O.

Ahora, veamos que cosx — cosy se puede escribir de la siguiente forma:
T+y Ty T4y T—-y
Cos + — Ccos —
2 2 2 2
T+y r—y
—9g TTI g zJ
(27 (75)

Donde la ultima expresion, se obtiene después de aplicar las formulas ya conocidas para calcular el coseno de
sumas y restas de angulos, segin corresponda.
Con esto, volvemos al problema, y reescribimos:

T _9p4Z T _9p_ Z
cos (g—%c) —cosg:0®—2sen (2“) sen (2“) =0

COST — COs Yy

2

& sen il sen T =0
4 4 -

(€] (2)

Lo que vale si y sélo si (1) =0V (2) = 0. Resolviendo las ecuaciones por separado tenemos

(1) = 0 < sen (W;?’x) =0

T3k kez
4

3r 7

oL _ T 7
1 1 km, ke
(1 —4k)

T = 3 .

y para (2)

(2) = 0 < sen (”4536) =0

T —bx

1 =kr, keZ
S5r T
m(1 — 4k)
N 5



Para ver si 3?“ es solucién, debemos encontrar, en las soluciones de (2), un k € Z tal que

7”(1;”“) =, 2. Esto
7(1—4k)

—471' 5 .
equivale a encontrar k,¢ € Z tal que
Resolvamos

= 3?’7 + 4fm. Esto pues la funcién sen 2z — cos § es 4r-periddica.

1-4
ST u=3;+4£7r(:>3—1+4k:20€

5 5

& 2+ 4k =200
S 1+ 2k =10/

Lo que es imposible. Concluimos que %’T no es solucién.

Para graficar las soluciones, notemos que como la funcion es 4m-periddica, entonces en el circulo unitario veremos

: : 3T 3r — -7 -7 : 2
aparentemente soluciones que no lo son, por ejemplo =, pues % =ap T y sabemos que =% es solucién.
Entonces lo que haremos serd hacer el cambio © = 2« (para obtener una funcién 27-periédica y graficaremos
para a.

(a) Demostrar que cos « + cos § = 2 cos (QTW) cos (O‘Q;B)
Solucion
Primero notemos que, sumando un cero adecuado, tenemos

(5 (50 - (50 (25)
(222)+ (55 o[ (250) - (559

Recordemos ahora que cos(x £ y) = cosz cosy F senxseny. Tenemos entonces que

cosoz—l—cosﬁ:cos(M)cos(a_ﬁ)—sen «+f n _6)

Entonces

cos a + cos 3 = cos

+ cos

2 2

+cos<a;—ﬁ)cos(a;ﬁ>+sen L—i_ﬁ i ;ﬁ)

= 2cos <M> cos (a — B)
N 2 2 '

(b) Utilizar lo anterior para resolver la ecuacién 1 4 cosx + cos 2x + cos 3z = 0.
Solucion

[\




Notemos que cos0 = 1, entonces reemplazando obtenemos

(a) (a)
—_—~ ——
cos2x + 1+ cos3z +cosz =0 cosz + cosO0+2cos2xcosz =0

& Fcos?x + Zcos2xcosz = 0

(a)

—_—

< cosx(cos2x 4 cosx) =0

3
@Zcosxcosg cosg =0.

(2 (3)

Ahora tenemos 3 ecuaciones para x: (1) =0,(2) =0, (3) = 0. Resolviendo por separado:

° (1)20:
cosx =0« x = 2km.
e (2)=0:
3z
— = — =2k
cos 5 0 5 s
4k
r=—"-.
3
e (3)=0
T
—_ = —_ = 2
Cos 5 0< 2 km
& ¢ = 4k.
con k € Z.

P3. Resolver la ecuacion
V3cosz +senz = 1.

Solucion
Un camino posible para solucionar el problema, es aplicar un método visto en catedra, haciendo el cambio de
variables a = cosx, b = senx, y resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

aVv3+b=1
a?+v: =1

Donde la dltima expresién, nace del hecho de que (cosz,senx) es un punto perteneciente a la circunferencia
unitaria. A continuacién, mostraremos otra solucién, un poco més ”‘elegante”’, notando que si multiplicamos la
igualdad por % obtenemos que

n 1 1
——COST + —senx = —.
2 2

2
Recordemos que sen § = § y que cos § = % Entonces
+ 1 - T n T 1
—— COST + —senx = = < sen — CoST + CoS — senx = —.
2 2 2 3 3 2

Y aplicando la férmula sen(a + 3) = sen «cos B + cos asen 3 tenemos
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