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P1. Trigonometŕıa

a) Resuelva la ecuación:
1)

sin(2x) cot(x) − sin2(x) = 1
2

2)
sen(2x) = cos(x/2)

y verificar si 3π

5
3)

1 + cos(x) + cos(2x) + cos(3x) = 0

b) Demuestre la siguiente propiedad.

1) 1
2 · sin(x) · sec2(x

2 ) + cos(x) · tan(x

2 ) − sin(x) = 0

2) tan(4x) = 4tan(x) − 4tan3(x)
1 − 6tan2(x) + tan4(x)

3) sin(x) + sen(y) = 2 · sin(x + y

2 ) · cos(x − y

2 )

P2. Axioma del Supremo
Considere el conjunto:

A = { 1
(4n + 1)2022 : n ∈ N}

Demuestre que ı́nf(A) = 0.

P3. Sucesiones
Demuestre usando la definición de convergencia de sucesiones que:

ĺım
n→∞

√
1 + 1

n
= 1

P4. [Más de funciones]
Considere la función f : R → R definida por

f(x) = 1 + sen(x)
1 − cos(x)

Encuentre dominio, ceros, paridad, signos, periodicidad e inyectividad.
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P5. [Té Supremo HIERBA LIMÓN FRAMBUESA]
Sean A ⊆ R un conjunto no vaćıo y acotado y sea f : R −→ R una función decreciente. Demuestre que
el conjutno f(A) = {f(x)/x ∈ A} tiene ı́nfimo y supremo, y que:

f(sup(A)) ≤ inf(f(A)) ≤ sup(f(A)) ≤ f(inf(A))
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P1. Resolver la ecuación trigonométrica:

sen 2x = cos
x

2
.

Graficar las soluciones en el ćırculo geométrico y determinar si 3π
5 es solución.

Solución

Primero recordemos que sen α = cos
(

π
2 − α

)
, entonces

sen 2x = cos
x

2
⇔ cos

(π

2
− 2x

)

= cos
x

2

⇔ cos
(π

2
− 2x

)

− cos
x

2
= 0.

Ahora, veamos que cos x − cos y se puede escribir de la siguiente forma:

cos x − cos y = cos

((
x + y

2

)

+

(
x − y

2

))

− cos

((
x + y

2

)

−
(

x − y

2

))

= −2 sen

(
x + y

2

)

sen

(
x − y

2

)

Donde la última expresión, se obtiene después de aplicar las fórmulas ya conocidas para calcular el coseno de
sumas y restas de ángulos, según corresponda.
Con esto, volvemos al problema, y reescribimos:

cos
(π

2
− 2x

)

− cos
x

2
= 0 ⇔ −2 sen

( π
2 − 2x + x

2

2

)

sen

( π
2 − 2x − x

2

2

)

= 0

⇔ sen

(
π − 3x

4

)

︸ ︷︷ ︸

(1)

sen

(
π − 5x

4

)

︸ ︷︷ ︸

(2)

= 0.

Lo que vale si y sólo si (1) = 0 ∨ (2) = 0. Resolviendo las ecuaciones por separado tenemos

(1) = 0 ⇔ sen

(
π − 3x

4

)

= 0

⇔ π − 3x

4
= kπ, k ∈ Z

⇔ 3x

4
=

π

4
− kπ, k ∈ Z

⇔ x =
π(1 − 4k)

3
.

y para (2)

(2) = 0 ⇔ sen

(
π − 5x

4

)

= 0

⇔ π − 5x

4
= kπ, k ∈ Z

⇔ 5x

4
=

π

4
− kπ, k ∈ Z

⇔ x =
π(1 − 4k)

5
.
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Para ver si 3π
5 es solución, debemos encontrar, en las soluciones de (2), un k ∈ Z tal que π(1−4k)

5 ≡4π
3π
5 . Esto

equivale a encontrar k, ℓ ∈ Z tal que π(1−4k)
5 = 3π

5 + 4ℓπ. Esto pues la función sen 2x − cos x
2 es 4π-periódica.

Resolvamos

3π

5
− π(1 − 4k)

5
=

3π

5
+ 4ℓπ ⇔ 3 − 1 + 4k = 20ℓ

⇔ 2 + 4k = 20ℓ

⇔ 1 + 2k = 10ℓ

Lo que es imposible. Concluimos que 3π
5 no es solución.

Para graficar las soluciones, notemos que como la función es 4π-periódica, entonces en el circulo unitario veremos
aparentemente soluciones que no lo son, por ejemplo 3π

5 , pues 3π
5 ≡2π

−7π
5 y sabemos que −7π

5 es solución.
Entonces lo que haremos será hacer el cambio x = 2α (para obtener una función 2π-periódica y graficaremos
para α.

P2. (a) Demostrar que cos α + cos β = 2 cos
(

α+β
2

)

cos
(

α−β
2

)

.

Solución

Primero notemos que, sumando un cero adecuado, tenemos

α =

(
α + β

2

)

+

(
α − β

2

)

, β =

(
α + β

2

)

−
(

α − β

2

)

.

Entonces

cos α + cos β = cos

[(
α + β

2

)

+

(
α − β

2

)]

+ cos

[(
α + β

2

)

−
(

α − β

2

)]

Recordemos ahora que cos(x ± y) = cos x cos y ∓ sen x sen y. Tenemos entonces que

cos α + cos β = cos

(
α + β

2

)

cos

(
α − β

2

)

−
������������

sen

(
α + β

2

)

sen

(
α − β

2

)

+ cos

(
α + β

2

)

cos

(
α − β

2

)

+
������������

sen

(
α + β

2

)

sen

(
α − β

2

)

= 2 cos

(
α + β

2

)

cos

(
α − β

2

)

.

(b) Utilizar lo anterior para resolver la ecuación 1 + cosx + cos 2x + cos 3x = 0.
Solución
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Notemos que cos 0 = 1, entonces reemplazando obtenemos

cos 2x + 1 +

(a)
︷ ︸︸ ︷

cos 3x + cos x = 0 ⇔
(a)

︷ ︸︸ ︷

cos x + cos 0 +2 cos 2x cos x = 0

⇔ �2 cos2 x + �2 cos 2x cos x = 0

⇔ cos x(

(a)
︷ ︸︸ ︷

cos 2x + cos x) = 0

⇔ �2 cos x
︸ ︷︷ ︸

(1)

cos
3x

2
︸ ︷︷ ︸

(2)

cos
x

2
︸ ︷︷ ︸

(3)

= 0.

Ahora tenemos 3 ecuaciones para x: (1) = 0, (2) = 0, (3) = 0. Resolviendo por separado:

• (1)=0:
cos x = 0 ⇔ x = 2kπ.

• (2)=0:

cos
3x

2
= 0 ⇔ 3x

2
= 2kπ

⇔ x =
4kπ

3
.

• (3)=0:

cos
x

2
= 0 ⇔ x

2
= 2kπ

⇔ x = 4kπ.

con k ∈ Z.

P3. Resolver la ecuación √
3 cos x + senx = 1.

Solución

Un camino posible para solucionar el problema, es aplicar un método visto en cátedra, haciendo el cambio de
variables a = cos x, b = sen x, y resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

a
√

3 + b = 1

a2 + b2 = 1

Donde la última expresión, nace del hecho de que (cos x, sen x) es un punto perteneciente a la circunferencia
unitaria. A continuación, mostraremos otra solución, un poco más ”‘elegante”’, notando que si multiplicamos la
igualdad por 1

2 obtenemos que √
3

2
cos x +

1

2
sen x =

1

2
.

Recordemos que sen π
3 =

√

3
2 y que cos π

3 = 1
2 . Entonces

√
3

2
cos x +

1

2
sen x =

1

2
⇔ sen

π

3
cos x + cos

π

3
sen x =

1

2
.

Y aplicando la fórmula sen(α ± β) = sen α cos β ± cos α sen β tenemos

sen
(π

3
+ x

)

=
1

2
⇔ x +

π

3
= kπ + (−1)k

π

6

︷ ︸︸ ︷

arcsen
1

2

⇔ x =

(

k − 1

3

)

π + (−1)k π

6
.
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