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P1. [P3 C3 2022-2] Minima energia

Una particula de masa m = 1072® kg se mueve segiin el eje z bajo la influencia de
una energia potencial dada por U(z) = v+/|z|, donde v = 107> Jm~Y/2,

a) A partir del andlisis dimensional del problema, construya un resultado para
la minima energia en funcién de las Gnicas constantes fisicas del problema:
m, vy h. ;Seria posible hacerlo en el problema analogo clasico?

Utilizamos las siguientes dimensiones del SI: tiempo T, longitud L y masa M. Note-
mos que energfa = ML2T~2, por lo tanto, las dimensiones de las constantes fisicas del
problema m = 1072 kg, v = 107 Jm~"/2 y h = 1.054 x 10734 J s son:

[m] = masa = M, (1.1)
v] = energfa x longitud /2 = ML*/?T~2, (1.2)
h] = energfa x tiempo = ML*T .

Si queremos construir la minima energia Fj en funcién de estas tres constantes fisicas

m, vy h, es decir, E = E(m,v, h), entonces consideramos que existen ciertos exponentes
dimensionales respectivos «, § y v tales que se cumple la proporcionalidad

Ey ~ m*vPh. (1.4)

Aplicando el operador dimensional,
[E] = [m]*[v)’[R]", (1.5)
ML2T =2 = Mot 36/24 =28, (1.6)

Ahora imponemos la regla de homogeneidad dimensional, es decir, que solamente se
puede comparar cantidades con la misma dimension, lo que en la ecuacién anterior se
traduce en igualar los exponentes individualmente para cada dimensién:

12048+ (1.7)
2L 28—« (1.9)

Este es un sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas sencillo de resolver. Utilizamos

la ecuacién de T para despejar
v=2-—28 (1.10)



b)

y reemplazamos en la ecuacion de L para obtener :
3 4
2:§ﬁ+4—ﬁ:>6:g. (1.11)

Nos devolvemos al despeje anterior para obtener :

7= (1.12)

Ahora utilizamos la ecuacién de M para despejar a:

a=—:. (1.13)

Concluimos entonces que la energia minima en funcién de las tinicas constantes fisicas
del problema se puede construir de la forma

- <v4h2)1/5 ((10_15Jm_1/2)4(1.054><10_34Js)2)1/5
ON p—

1072 kg
=1.031 x 107 J = 0.063eV. (1.14)

El limite clasico corresponde a considerar i — 0 (porque asi el principio de incerti-
dumbre no impone realmente una cota significativa en la incertidumbre: AzAp > 0.
Por lo tanto, la minima incertidumbre puede ser efectivamente cero y conocer tanto la
posicién como el momentum de manera exacta, al igual que en mecénica cldsica). Si
imponemos 7 = 0 en el sistema de ecuaciones para asi intentar construir una energia
minima solamente con m y v, entonces no encontramos podemos solucién para a y [,
por lo que concluimos que no es posible hacer este andlisis dimensional en el problema
analogo clasico.

Determine el orden de magnitud de la energia minima de la particula segiin
el principio de incertidumbre. Comente con respecto al resultado obtenido
en el inciso anterior.

El principio de incertidumbre de Heisenberg establece que
h
AzAp > o (1.15)

por lo tanto, la incertidumbre minima simultdnea en el momentum en funcién de la
incertidumbre en la posicién es Ap = h/2Ax.

La energfa total E de la particula es la suma de su energfa cinética K = p*/2m y su

energia potencial U(z) = vy/|z|, por lo tanto, en términos de la incertidumbre en la
posicion, es

h2
E(Ar) = ———— VAzx. 1.16
(Az) 8m(Azx)? tuvar ( )
La minima energia E* ocurre para un cierto Axz* que la minimiza:
dE 2h? 1
— 9 +o— Lo (1.17)

A(AT) | Ay par sm(Az*)3 " 2/ Az~



Esto nos permite despejar esta incertidumbre critica:

K2 1 v h2 o\ VP
2 - — (A= L A= —— ) . 1.1
8m(Ax*)* 2/ Az (Az) 2mu ! ( 2 2> (1.18)

Luego, la minima energia es

1 1
. o I (8mivt\5 R2\s (o' _
£ :’Mﬂ:%( P > *”(w) :<m) (27 +277). (119)

Notemos que el factor de constantes fisicas corresponde la cantidad Fy encontrada en el
inciso anterior, por lo que ambos resultados son consistentes entre si. Numéricamente,
la energia minima de la particula segun el principio de incertidumbre es entonces

E* = (2715 4127V E) = 1.088 x 1.031 x 1072 J = 1.11 x 1072 J = 0.069eV. (1.20)



P2. Efecto tiunel en barrera de potencial

El efecto tinel o tunelamiento cuantico es un fenomeno en el que una particula
penetra una barrera de energia potencial mayor que la energia de la propia
particula, violando los principios de la mecanica clasica.

Considere una barrera de potencial de altura U, y ancho L:

0 z <0
Ux)=<Uy 0<z<L (2.1)
0 x> L

Una particula cuantica de energia F positiva menor a U, y masa m viaja a través
del eje r hacia la derecha y se encuentra con esta barrera de potencial. ;Cual es la
probabilidad de que la particula se transmita a través de la barrera de potencial?

U(x)

Uo

E N I
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—_— —_—
4—
reflejada

T
0 L

Demuestre que esta probabilidad de tunelamiento para una barrera ancha y alta
se puede aproximar a

E E
Tr16—(1—— e ¢ 2.2
UO( Uo)e | (2.2

con k = +/2m(Uy — E)/h. Comente su resultado.

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo establece que

B dy(x) _
— o T U@ = B (), (2.3)

donde ¢ (x) es la funcién de onda estacionaria de la particula. El potencial U(z) estda dado
por partes, por lo que denotamos la solucién por regiones I, IT y III:

Yi(z) <0
U(x) = ¢n(z) 0<z<L (2.4)
Ym(x) x> 1L
Asi, al reemplazar el potencial y la funcién de onda, la ecuacion se transforma en

( _h_Q d%ﬂ[(l’)

L~ Bue) r<o 25)
h2 d2
IO | () = Bl 0<r<L (2.6)
h? d?
\ _%%2@) = Bt (x) x> L (2.7)



que la podemos reescribir como

( d2¢1 2

d2

d;/’f = k21 0<z<L (2.9)
d2,¢}IH 2
e =—k 7#111 x> L (210)

donde hemos definido los nimeros de onda

V2mE 2m(Uy — E)
) R .

h h

La solucién a la EDO de las regiones I y III la conocemos de MAS y sabemos que tiene la
forma oscilatoria e*'** = cos(kz) + isin(kzr), pero no podemos asumir que ambas tienen la
misma amplitud. Por otro lado, podemos corroborar por inspeccién que la solucién a la EDO
de la regién II tiene forma de decaimiento exponencial e™®. Luego, escribimos la solucién

general como

k

(2.11)

Yi(z) = Ae*™ + Be 1 <0
Y(x) =< Yp(z) = Ce™ + De ™ 0<x <L (2.12)

Ym(x) = Felk® + Ge % 1 > [
donde las constantes A, B, C', D, F' y GG pueden ser complejas y debemos determinarlas para
encontrar la solucién final. La particula incide en la region I como un paquete de ondas hacia
la derecha que se puede reflejar en la barrera hacia la izquierda, por lo tanto, A no es nulo

y B tampoco. La onda se puede transmitir a la regién III, por lo que F' no es nulo, pero
en esta region no hay una onda hacia la izquierda ya que la onda transmitida no se puede

reflejar, por lo tanto, podemos decir que G = 0. Luego,

Yr(z) = Ael*® + Be P 1 <0
U(x) = ¢ Yu(z) = Ce™ + De™™ 0<ax <L (2.13)
wHI(I‘) = [eikz x> L

La primera condiciéon de borde establece continuidad en ¢. En z = 0 entre la region I y II:
r(0) = ¢Y(0) = A+ B=C+D (2.14)

y en x = L entre la regién 11 y III:

¢11(L) . ¢III(L) — Cerl + De b = Felkl, (215)
La segunda condiciéon de borde establece continuidad en %. En x = 0 entre la regién I y II:
d d
Al LA A kB = kO — kD (2.16)
dz |,._, dr |,_,
y en x = L entre la regiéon 11 y III:
d d :
¥ L S = kCe"" — kDe "L = ik Fe'*L. (2.17)
dz =L dz z=L




La probabilidad de transmisién T' o probabilidad de tunelamiento es la razén entre la ampli-
tud de la onda transmitida 1;(x) = Fel** y la amplitud de la onda incidente ¢;(x) = Ael*®:

2, (2.18)

I R 2 ey L ) 2 ‘F
A

TP U AeheAeke AP |A

y podemos corroborar que se tunela con certeza (7' = 1) si la amplitud transmitida es igual
a la incidente y no se tunela (7" = 0) si la amplitud transmitida es nula.

Hasta ahora tenemos cinco incognitas pero solamente cuatro ecuaciones, por lo que no
podriamos determinar la solucién. Sin embargo, solamente nos interesa encontrar la pro-
babilidad de transmisién que se define en funcién de la fracciéon F/A, lo que es una buena
noticia porque este sistema si se puede resolver para las cuatro incégnitas B/A, C'/A, D/A

y F/A.
Eliminemos B mediante ik x (2.14]) + (2.16]):

i2kA = (k+ik)C — (k — ik)D. (2.19)

Eliminemos C' mediante x x — :
2k De™ " = (k — ik) Fe'**. (2.20)

Eliminemos D mediante x X + :
260" = (1 + k) Fe'**, (2.21)

Reemplacemos esta tltima y peniltima ecuacién en la antepentiltima:

-k2FikL _'k2FikL
oA = WEIRTFETE (w— ik e (2.22)

2kerl 2ke—+rL

que nos permite despejar

A eikL
= ek ((r +ik)%e™™ — (k — ik)%e"") (2.23)
ikL
— ‘Z p ((* + 126k — k*)e ™" — (k* — i2kk — k?)e"") (2.24)
14k
eikL el{L 4 e—NL el{L o e—HL
= i4 —2(k* = k) ———— 2.2
ik T (= F) = ) (2.25)
QikL
= Ik (i4kk cosh(kL) — 2(k* — k?) sinh(kL)) (2.26)

.. matraca algebraica pendiente por typear...

1 AA
— == 2.2
T FF (227)
y concluimos finalmente que
U2 sinh®(kL)\
T=(1+-2——-—2) . 2.28
( T 4B (U - B) ) (228)

6



Consideremos ahora que la barrera es muy ancha (L > 1) y muy alta (Uy > 1). Luego,
kL > 1. Notemos entonces que podemos realizar la siguiente aproximacion:

kL _ ,—KL wL
sinh(kL) = % ~ 67 (2.29)

ya que e " es exponencialmente pequeiio. Reemplazando,

Uge>t  \7' (16E(Uy — E) + Uge* ™\ ™'
16E(U,—E)) 16E(Uy — E) ’

T~ (1 + (2.30)

y apreciemos ahora que 16E(Uy — E) es grande porque Uy es grande, pero entonces Uge**t
es incluso mas grande, de modo que el primer término es despreciable, y podemos finalmente
concluir la aproximacién deseada para la probabilidad de tunelamiento de una barrera ancha

y alta:
E E
T ~ 1650 (1 — Fo)em’ (2.31)

es decir, la probabilidad de tunelamiento se vuelve muy débil al aumentar el tamano de la
barrera, decayendo de manera exponencial, pero con una mayor sensibilidad al ancho L que

al alto Uy, ya que k ~ /Uj.

PD: Esta pagina https://phet.colorado.edu/en/simulations/quantum-tunneling per-
mite simular de manera interactiva el efecto tinel.


https://phet.colorado.edu/en/simulations/quantum-tunneling

