
Mecánica FI2001-5
Control 1: Sábado 9 de abril, 2022

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padró

P1: El sistema tubular mostrado en la figura gira alrededor de un eje vertical con una

velocidad angular de magnitud constante ω. Un pequeño cilindro P de masa m se puede

mover libre de roce dentro del tubo horizontal. El cilindro está sujeto de una cuerda

que pasa por una pequeña polea y sale por la parte inferior del conjunto con velocidad

constante ~v. Considere que en t = 0, el cilindro P se encuentra a una distancia r0 de la

polea, y que tanto la cuerda como la polea son ideales.

(a) Determine la aceleración del cilindro en función del tiempo t.

(b) Determine la fuerza de contracto del tubo sobre el cilindro y la tensión de la cuerda,

ambas cosas en función del tiempo t.

Recuerde: La aceleración en coordenadas ciĺındricas es

~a = (ρ̈− ρφ̇2)ρ̂+ (ρφ̈+ 2ρ̇φ̇)φ̂+ z̈k̂.
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P2: Un anillo de radio R gira con velocidad angular ~ωφ = ωφk̂ en torno al eje vertical z de

la figura, el cual pasa por su centro en el punto O y se intersecta con el anillo en los puntos

A y B. La velocidad angular ωφ no es necesariamente constante. Otro anillo mucho más

pequeño, de masa m, desliza sin roce y en presencia de aceleración de gravedad ~g = −gk̂
a lo largo del anillo de radio R. La posición del anillo pequeño está determinada por el

ángulo θ que se muestra en la figura.

(a) Encuentre el valor de ωφ en función de θ (es decir, ωφ(θ)) de modo que θ̇ sea constante

en todo instante. Determine el rango para θ en el cual esto es posible.

(b) Si se sabe que en todo instante θ̇ =
√
g/R, y considerando la fuerza normal ~N

que ejerce el anillo de radio R sobre el anillo pequeño, encuentre su componente radial

Nr = r̂ · ~N en términos de m, g y θ.

Recuerde: La aceleración en coordenadas esféricas es

~a = (r̈ − rθ̇2 − r sin2 θ φ̇2)r̂ + (rθ̈ + 2ṙθ̇ − r sin θ cos θ φ̇2)θ̂ +
1

r sin θ

d

dt

(
r2 sin2 θφ̇

)
φ̂.
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P3: Una part́ıcula de masa m (part́ıcula 1) puede deslizar sin roce sobre la superficie de un

cilindro de radio R. Una segunda part́ıcula de igual masa (part́ıcula 2) permanece atada

a 1 mediante una cuerda ideal de largo L > πR/2. Inicialmente (t = 0) las part́ıculas

están en reposo, con 1 en la parte más alta del cilindro (ver figura).

(a) Escriba expresiones para las fuerzas que actúan sobre ambas part́ıculas.

(b) Obtenga la ecuación de movimiento para el ángulo φ que describe la posición de la

part́ıcula 1.

(c) Integre la ecuación obtenida en la parte (b) para obtener φ̇ en función de φ. (Recuerde

que φ̈φ̇ = 1
2
d
dt
φ̇2).

(d) Obtenga una ecuación que permita determinar el ángulo en el cual la part́ıcula 1 se

despega del cilindro.

t = 0
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Solución P1: Se nos dice que ρ̇ = −v donde v = ||~v||. Sigue que ρ = r0 − vt. Luego,

junto con z̈ = 0 y φ̇ = ω, la aceleración es ~a = −(r0 − vt)ω2ρ̂ − 2vωφ̂. Las fuerza total

sobre P es ~F = −mgk̂ − T ρ̂ + Nφφ̂ + Nzk̂. Luego, la segunda ley de newton adquiere la

forma:

−m(r0 − vt)ω2ρ̂− 2mvωφ̂ = −mgk̂ − T ρ̂+Nφφ̂+Nzk̂. (1)

Igualando componentes encontramos T = m(r0 − vt)ω2, Nφ = −2mvω y Nz = mg.

Solución P2: La aceleración en coordenadas esféricas con φ̇ = ωφ y r = R constantes es:

~a = −R(θ̇2 + sin2 θ ω2
φ)r̂ +R(θ̈ − sin θ cos θ ω2

φ)θ̂ +R(2θ̇ωφ cos θ + sin θω̇φ)φ̂.

Las fuerza total es ~Ftot = Nφφ̂ + Nrr̂ + mg(− cos θr̂ + sin θθ̂). Luego, la segunda ley de

Newton por componentes adquiere la forma

Nr = −mR(θ̇2 + sin2 θ ω2
φ) +mg cos θ (2)

θ̈ − sin θ cos θ ω2
φ −

g

R
sin θ = 0. (3)

Nφ = mR(2θ̇ωφ cos θ + sin θω̇φ). (4)

Para lograr θ̈ = 0 se requiere ω2
φ = − g

R cos θ
. Insertando este resultado junto con θ̇ =

√
g/R

en la ecuación para Nr, obtenemos Nr(θ) = mg(cos θ − 1−+ sin2 θ
cos θ

).

Solución P3: Las aceleraciones de 1 y 2 son: ~a1 = Rφ̈φ̂ − Rφ̇2ρ̂ y ~a2 = z̈k̂. Se tiene

que (π/2 − φ)R − z = L. Luego ~a2 = −Rφ̈k̂. Las fuerzas actuando sobre 1 y 2 son
~F1 = Nρ̂+mg(− cosφρ̂+ sinφφ̂) + T φ̂ y ~F2 = −mgk̂+ T k̂. La 2a de Newton para 1 y 2:

m(Rφ̈φ̂−Rφ̇2ρ̂) = Nρ̂+mg(− cosφρ̂+ sinφφ̂) + T φ̂, −mRφ̈k̂ = −mgk̂ + T k̂.

De aqúı siguen 3 ecuaciones:

mRφ̈ = mg sinφ+ T, −mRφ̇2 = N −mg cosφ, −mRφ̈ = −mg + T.

Juntando la primera con la tercera da la ecuación de movimiento buscada φ̈ − g
2R

(1 +

sinφ) = 0. Multiplicando por φ̇ e integrando obtenemos d
dt

[
1
2
φ̇2 − g

2R
(φ− cosφ)

]
= 0.

Luego sigue que 1
2
φ̇2 − g

2R
(φ − cosφ) = C donde C es una constante de integración.

Imponiendo condiciones iniciales encontramos C lo que arroja φ̇2 = g
R

(1 + φ − cosφ).

Usando la ecuación para N finalmente obtenemos N(φ) = mg(2 cosφ− 1− φ). Luego, la

ecuación que determina el ángulo en que se despega 1 es: 2 cosφ− 1− φ = 0.
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Mecánica FI2001-5
Control 2: Sábado 11 de junio, 2022

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padró

P1: Un bloque de masa 5m/2 sostiene, a través de una rótula, un péndulo compuesto por

dos masas idénticas m adosadas a una varilla sin masa de largo L. El bloque descansa

sobre una superficie rugosa sin moverse, y el péndulo es tal que las masas permanecen a

distancias L/2 y L del bloque (ver figura). El coeficiente de roce estático entre el bloque y

la superficie rugosa es µe. En t = 0 el péndulo se suelta desde una posición completamente

horizontal (φ = π/2) y en reposo (φ̇ = 0).

(a) Obtenga una expresión para el momento total del péndulo con respecto a la rótula.

(b) Obtenga una expresión para el torque total actuando sobre el péndulo con respecto

a la rótula.

(c) A partir de los resultados encontrados en (a) y (b), determine la ecuación de movimiento

del péndulo, y obtenga una expresión para φ̇ en función de φ.

(d) Obtenga expresiones para la aceleración del centro de masas del péndulo y la fuerza

total actuando sobre el péndulo.

(e) A partir de los resultados de la parte (c) y (d), obtenga una expresión para la fuerza

que el bloque ejerce sobre el péndulo en función de φ. Exprese su resultado en términos

de la base (x̂, ŷ) de la figura.

(f) Determine el valor que debe tener µe si se sabe que el bloque comienza a deslizar

cuando φ = π/4.
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P2: Considere el sistema mostrado en la figura, el cual consiste de una gúıa metálica

ABCDE por la cual se desplaza una argolla de masa m. La argolla está unida a un re-

sorte de masa despreciable, de constante elástica k y largo natural R, el cual está pivotado

en un soporte fijo en el punto O. El tramo recto AB de la gúıa y el semicircular BCD

(de radio R) no tienen roce, sin embargo el tramo recto DE tiene un coeficiente de roce

cinético µc. En cierto instante el sistema se deja evolucionar libremente con la argolla

ubicada inicialmente en la posición mostrada en la figura.

(a) Determine el máximo valor posible mmax de la masa m para que la argolla llegue al

punto D.

(b) Calcule la máxima distancia X que alcanza la argolla, si justo al pasar por el punto

D ésta se desprende del resorte. Considere que m = 3
4
mmax, donde mmax es el valor

encontrado en la parte (a).

(c) Suponga ahora que la argolla no se desprende del resorte, pero que la masa es apenas

menor que el valor mmax encontrado en la parte (a). Es decir, escriba m = (1 − ε)mmax

con ε� 1. Encuentre la distancia δX que la argolla alcanza a recorrer después de pasar

por D a orden O(ε).
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P3: El bloque 1 de la figura tiene masa m, permanece conectado a la pared O medi-

ante un resorte (k,D) y puede deslizar sin roce sobre una superficie horizontal de largo

L. El bloque 1 sostiene a un segundo bloque (2) de masa m que cuelga verticalmente

mediante una cuerda ideal inextensible de largo L que pasa por la polea P . El segundo

bloque sostiene a un tercer bloque (3) de masa 2m mediante un resorte (k,D). Use la

coordenada y para designar la distancia de 1 desde O y la coordenada x para designar la

distancia de 3 desde P (ver figura).

(a) Escriba la segunda ley de Newton para cada bloque.

(b) Obtenga expresiones para las posiciones de equilibrio estable xeq e yeq en términos de

los datos del problema.

(c) Defina x = xeq + δx e y = yeq + δy y obtenga las ecuaciones de movimiento acopladas

para δx y δy. Identifique la matriz de frecuencias Ω2 y determine las frecuencias de os-

cilación de los modos normales.

(d) Deduzca los modos normales de oscilación correspondiente a cada frecuencia obtenida

en la parte anterior. Haga un bosquejo que describa los modos.
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<latexit sha1_base64="EsUXQCVtBq4y73jg2L4sJIh3P3Q=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4kqGXQxsIiAfMByRH2NnPJmr29Y3dPCCG/wMZCEVt/kp3/xk1yhSY+GHi8N8PMvCARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPYnXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZe+yXKlXStWbLI48nMApnIMHV1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCmd4zZ</latexit>

L

<latexit sha1_base64="EsUXQCVtBq4y73jg2L4sJIh3P3Q=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4kqGXQxsIiAfMByRH2NnPJmr29Y3dPCCG/wMZCEVt/kp3/xk1yhSY+GHi8N8PMvCARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPYnXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZe+yXKlXStWbLI48nMApnIMHV1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCmd4zZ</latexit>

L
<latexit sha1_base64="rIiU0z+HKy7m0WTVDoSZnKAQ3CE=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgQcKuBPUY1IPHiOYByRJmJ51kyOzsMjMrhCWf4MWDIl79Im/+jZNkD5pY0FBUddPdFcSCa+O6305uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHSUKIZ1FolItQKqUXCJdcONwFaskIaBwGYwupn6zSdUmkfy0Yxj9EM6kLzPGTVWehid3XaLJbfszkCWiZeREmSodYtfnV7EkhClYYJq3fbc2PgpVYYzgZNCJ9EYUzaiA2xbKmmI2k9np07IiVV6pB8pW9KQmfp7IqWh1uMwsJ0hNUO96E3F/7x2YvpXfsplnBiUbL6onwhiIjL9m/S4QmbE2BLKFLe3EjakijJj0ynYELzFl5dJ47zsXZQr95VS9TqLIw9HcAyn4MElVOEOalAHBgN4hld4c4Tz4rw7H/PWnJPNHMIfOJ8/yg6NfA==</latexit>

k, D

m

<latexit sha1_base64="gmJQOVUg0BxXzrMqAuYYD8PdNoM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoN6KXjy2YGuhDWWznbRrd5OwuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjto5TxbDFYhGrTkA1Ch5hy3AjsJMopDIQ+BCMb2f+wxMqzePo3kwS9CUdRjzkjBorNWW/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELJUYGSao1l3PTYyfUWU4Ezgt9VKNCWVjOsSupRGVqP1sfuiUnFllQMJY2YoMmau/JzIqtZ7IwHZKakZ62ZuJ/3nd1IRXfsajJDUYscWiMBXExGT2NRlwhcyIiSWUKW5vJWxEFWXGZlOyIXjLL6+S9kXVq1Wvm7VK/SaPowgncArn4MEl1OEOGtACBgjP8ApvzqPz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/2W2M/Q==</latexit>

<latexit sha1_base64="rIiU0z+HKy7m0WTVDoSZnKAQ3CE=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgQcKuBPUY1IPHiOYByRJmJ51kyOzsMjMrhCWf4MWDIl79Im/+jZNkD5pY0FBUddPdFcSCa+O6305uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHSUKIZ1FolItQKqUXCJdcONwFaskIaBwGYwupn6zSdUmkfy0Yxj9EM6kLzPGTVWehid3XaLJbfszkCWiZeREmSodYtfnV7EkhClYYJq3fbc2PgpVYYzgZNCJ9EYUzaiA2xbKmmI2k9np07IiVV6pB8pW9KQmfp7IqWh1uMwsJ0hNUO96E3F/7x2YvpXfsplnBiUbL6onwhiIjL9m/S4QmbE2BLKFLe3EjakijJj0ynYELzFl5dJ47zsXZQr95VS9TqLIw9HcAyn4MElVOEOalAHBgN4hld4c4Tz4rw7H/PWnJPNHMIfOJ8/yg6NfA==</latexit>

k, D

<latexit sha1_base64="VIBBuhnkUi5vZIvf0FW9uTP3cQY=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIqMuiG3dWsA9sh5JJ77ShmcyQZIRS+hduXCji1r9x59+YaWehrQcCh3PuJeeeIBFcG9f9dgorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLRTea3nlBpHssHM07Qj+hA8pAzaqz02I2oGTIqyF2vXHGr7gxkmXg5qUCOeq/81e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6qYaE8pGdIAdSyWNUPuTWeIpObFKn4Sxsk8aMlN/b0xopPU4CuxkllAvepn4n9dJTXjlT7hMUoOSzT8KU0FMTLLzSZ8rZEaMLaFMcZuVsCFVlBlbUsmW4C2evEyaZ1Xvonp+f16pXed1FOEIjuEUPLiEGtxCHRrAQMIzvMKbo50X5935mI8WnHznEP7A+fwBF8KQjA==</latexit>O <latexit sha1_base64="kTuN2DdkjHvgGxXVXsMQKsprc98=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48V7Ae0oWy2m3btZhN2J0IJ/Q9ePCji1f/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GtzO//cS1EbF6wEnC/YgOlQgFo2ilVm9EkUz65Ypbdecgq8TLSQVyNPrlr94gZmnEFTJJjel6boJ+RjUKJvm01EsNTygb0yHvWqpoxI2fza+dkjOrDEgYa1sKyVz9PZHRyJhJFNjOiOLILHsz8T+vm2J47WdCJSlyxRaLwlQSjMnsdTIQmjOUE0so08LeStiIasrQBlSyIXjLL6+S1kXVu6zW7muV+k0eRxFO4BTOwYMrqMMdNKAJDB7hGV7hzYmdF+fd+Vi0Fpx85hj+wPn8AUVqjvE=</latexit>

ŷ

<latexit sha1_base64="eDCbb1KTherAwnwT7/FzIc5u++w=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE1GPRi8cK9gPaUDbbTbt2kw27E7GE/gcvHhTx6v/x5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSKQw6LrfTmFldW19o7hZ2tre2d0r7x80jUo14w2mpNLtgBouRcwbKFDydqI5jQLJW8HoZuq3Hrk2QsX3OE64H9FBLELBKFqp2R1SJE+9csWtujOQZeLlpAI56r3yV7evWBrxGJmkxnQ8N0E/oxoFk3xS6qaGJ5SN6IB3LI1pxI2fza6dkBOr9EmotK0YyUz9PZHRyJhxFNjOiOLQLHpT8T+vk2J45WciTlLkMZsvClNJUJHp66QvNGcox5ZQpoW9lbAh1ZShDahkQ/AWX14mzbOqd1E9vzuv1K7zOIpwBMdwCh5cQg1uoQ4NYPAAz/AKb45yXpx352PeWnDymUP4A+fzB0PmjvA=</latexit>

x̂

<latexit sha1_base64="+nU/KWqFVEf08tfUljDGl5R7qjs=">AAAB6HicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsxIUZdFNy5bsA9oB8mkd9rYTGZIMkIZ+gVuXCji1k9y59+YtrPQ1gOBwznnkntPkAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8H4duZ3nlBpHst7M0nQj+hQ8pAzaqzUbDyUK27VnYOsEi8nFchh81/9QczSCKVhgmrd89zE+BlVhjOB01I/1ZhQNqZD7FkqaYTaz+aLTsmZVQYkjJV90pC5+nsio5HWkyiwyYiakV72ZuJ/Xi814bWfcZmkBiVbfBSmgpiYzK4mA66QGTGxhDLF7a6EjaiizNhuSrYEb/nkVdK+qHqX1VqzVqnf5HUU4QRO4Rw8uII63EEDWsAA4Rle4c15dF6cd+djES04+cwx/IHz+QOsh4zd</latexit>

P

Indicación: Para la parte (d) no es necesario que normalice los vectores propios de Ω2.

Puede usar la aproximación
√

5 ' 2.2.

3



Solución P1: (a, 1pt) ~L = mL
2
ρ̂ × L

2
φ̇φ̂ + mLρ̂ × Lφ̇φ̂ = 5

4
mL2φ̇k̂. (b, 1pt) ~τ =

~0× ~Fbp + L
2
ρ̂× (m~g) +Lρ̂× (m~g), donde ~Fbp es la fuerza del bloque sobre el péndulo. Us-

ando ~g = g(cosφρ̂−sinφφ̂) obtenemos ~τ = −3
2
mgL sinφk̂. (c, 1pt) Igualando d~L/dt = ~τ

obtenemos φ̈ + 6
5
g
L

sinφ = 0. Integrando 1
2
φ̇2 − 6

5
g
L

cosφ = C. Imponiendo condiciones

iniciales C = 0, y por lo tanto φ̇2 = 12
5
g
L

cosφ. (d, 1pt) ~rCM = 1
2m

(mL
2
ρ̂ + mLρ̂) = 3

4
Lρ̂.

Luego: ~aCM = 3
4
Lφ̈φ̂ − 3

4
Lφ̇2ρ̂. Por otro lado, ~Ftot = ~Fbp + 2m~g. (e, 1pt) La segunda

ley de Newton implica 2m(3
4
Lφ̈φ̂− 3

4
Lφ̇2ρ̂) = ~Fbp + 2m~g. Usando las expresiones para φ̈

y φ̇ encontradas: ~Fbp = −9
5
mg(sinφφ̂+ 2 cosφρ̂)− 2m~g. Expresando en términos de ŷ y

x̂ se encuentra ~Fbp = −27
5
mg [sinφ cosφx̂− cosφ2ŷ] + 1

5
mgŷ. (f, 1pt) La aceleración del

bloque es 0, luego: Frex̂ + Nŷ − 5
2
mgŷ + ~Fpb = 0, donde ~Fpb = −~Fbp es la fuerza que el

péndulo ejerce sobre el bloque. Reemplazando ~Fpb obtenemos Fre = −27
5
mg sinφ cosφ y

N = 27
5
mg cosφ2 + 27

10
mg. El bloque se mueve cuando φ = π/4. En este caso |Fre| = µeN .

Reemplazando: µe = 1/2.

Solución P2: (a, 2pts) Eini = k
2
(
√[

(
√

3R)2 +R2
]
− R)2 = k

2
R2 y ED = 1

2
mv2

D +
k
2
(R − R)2 + mg(2R) = 1

2
mv2

D + 2mgR. La enerǵıa se conserva ED = Eini, luego

vD =
√

k
m
R2 − 4gR. Usando vD = 0 sigue mmax = k

4g
R. (b, 2pts) En el tramo DA ten-

emos ~Frc = x̂µc|| ~N ||. Dado que la argolla se separa del resorte: ~N = mgŷ y ~Frc = x̂µcmg.

Usando d~r = x̂dx sigue WNC =
∫ −X

0
dxµcmg = −µcmgX. Luego, de EF − EA = WNC

obtenemos 2mgR− k
2
R2 = −µcmgX, de donde X = 2R/3µc. (c, 2pts) Si la argolla sigue

pegada al resorte tenemos ~Fk = −k(
√
x2 +R2 − R)(xx̂ + Rŷ)/

√
x2 +R2. Luego ~N =[

mg + kR(1−R/
√
x2 +R2)

]
ŷ. Dado que x es pequeño ~N '

[
mg + kx2

2R

]
ŷ. Luego ~Frc =

x̂µc

[
mg + kx2

2R

]
y WNC =

∫ −δX
0

dxµc

[
mg + kx2

2R

]
= −µc

[
mgδX + k

6R
δX3

]
' −µcmgδX.

Usando Efin−EA = WNC obtenemos 2mgR+ k
2
(
√

[δX2 +R2]−R)2− k
2
R2 = −µcmgδX.

Usando
√

[δX2 +R2] ' R y m = (1− ε) k
4g
R obtenemos δX ' 2εR/µc.

Solución P3: (a, 1.5pts) Tenemos mÿ = −k(y−D)+T , mẍ2 = −T+mg+k(x−x2−D)

y 2mẍ = 2mg− k(x−x2−D), donde x2 es la distancia del bloque 2 a P . Dado que 1 y 2

están conectados por una cuerda de largo L, se tiene x2 = y. Luego, las ecuaciones para

2 y 3 son: mÿ = −T + mg + k(x − y −D) y 2mẍ = 2mg − k(x − y −D). (b, 1.5pts)

Eliminando T obtenemos: 2mÿ = −2ky + mg + kx. Los puntos de equilibrio requieren

ẍ = ÿ = 0. Se encuentra xeq = 2D + 5mg/k e yeq = D + 3mg/k. (c, 1.5pts) Usando

x = xeq + δx e y = yeq + δy sigue δ̈x + k
2m
δx − k

2m
δy = 0, δ̈y − k

2m
δx + k

m
δy = 0. Luego

Ω2 = k
m

(
1/2 −1/2

−1/2 1

)
. Los valores propios son ω2

1 = 1
4
(3−
√

5) k
m

y ω2
2 = 1

4
(3+
√

5) k
m

. (d,

1.5pts) Los vectores propios son ~e1 ∝ (1
2
(
√

5−1), 1) y ~e2 ∝ (1
2
(1+
√

5),−1). Aproximando

~e1 ∝ (0.6, 1) y ~e2 ∝ (1.6,−1). Estos vectores definen direcciones que se pueden bosquejar.

4



Mecánica FI2001-5
Control 3: Sábado 25 de junio, 2022

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padró

Ayudantes: Sebastián Vargas y Antonia Villegas

P1: Un cono hueco de radio R y altura R, tiene un orificio pequeño en su extremo superior

por el cual pasa una cuerda inextensible de largo R. Los extremos de la cuerda sostienen

dos masas idénticas m, una de las cuales permanece unida a la base del cono mediante un

resorte k de largo natural D = mg
k

(1− 1√
2
), mientras que la otra desliza sin roce sobre la

superficie del cono. Utilice la coordenada r para denotar la distancia de la segunda masa

a la punta del cono, y φ para denotar el ángulo entre la proyección de la cuerda sobre la

base y un eje fijo (ver figura). En t = 0 se tienen r = r0, ṙ = 0, φ = 0, φ̇ = ω0.

~g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

<latexit sha1_base64="p3S6vtT5I9zvgrgQiKUBevrqAhI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48t2FpoQ9lsJ+3a3STsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgkfYMtwI7CQKqQwEPgTj25n/8IRK8zi6N5MEfUmHEQ85o8ZKTdkvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyVGhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFraUQlaj+bHzolZ1YZkDBWtiJD5urviYxKrScysJ2SmpFe9mbif143NeG1n/EoSQ1GbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukfVH1Lqu1Zq1Sv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucP2HuM+g==</latexit>m

<latexit sha1_base64="p3S6vtT5I9zvgrgQiKUBevrqAhI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48t2FpoQ9lsJ+3a3STsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgkfYMtwI7CQKqQwEPgTj25n/8IRK8zi6N5MEfUmHEQ85o8ZKTdkvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyVGhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFraUQlaj+bHzolZ1YZkDBWtiJD5urviYxKrScysJ2SmpFe9mbif143NeG1n/EoSQ1GbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukfVH1Lqu1Zq1Sv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucP2HuM+g==</latexit>m
<latexit sha1_base64="rIiU0z+HKy7m0WTVDoSZnKAQ3CE=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgQcKuBPUY1IPHiOYByRJmJ51kyOzsMjMrhCWf4MWDIl79Im/+jZNkD5pY0FBUddPdFcSCa+O6305uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fNHSUKIZ1FolItQKqUXCJdcONwFaskIaBwGYwupn6zSdUmkfy0Yxj9EM6kLzPGTVWehid3XaLJbfszkCWiZeREmSodYtfnV7EkhClYYJq3fbc2PgpVYYzgZNCJ9EYUzaiA2xbKmmI2k9np07IiVV6pB8pW9KQmfp7IqWh1uMwsJ0hNUO96E3F/7x2YvpXfsplnBiUbL6onwhiIjL9m/S4QmbE2BLKFLe3EjakijJj0ynYELzFl5dJ47zsXZQr95VS9TqLIw9HcAyn4MElVOEOalAHBgN4hld4c4Tz4rw7H/PWnJPNHMIfOJ8/yg6NfA==</latexit>

k, D

<latexit sha1_base64="/dDa1G+NLVuE4hmxdIiqR4yTaI8=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY9ELx7ByCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1Fipft8rltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmhdl77JcqVdK1ZssjjycwCmcgwdXUIU7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AK+PjN8=</latexit>

R

<latexit sha1_base64="dNaRbtHUcByh+nWByrC7ShFQ0BQ=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlpuqXK27VnYOsEi8nFcjR6Je/eoOYpRFKwwTVuuu5ifEzqgxnAqelXqoxoWxMh9i1VNIItZ/ND52SM6sMSBgrW9KQufp7IqOR1pMosJ0RNSO97M3E/7xuasJrP+MySQ1KtlgUpoKYmMy+JgOukBkxsYQyxe2thI2ooszYbEo2BG/55VXSvqh6l9Vas1ap3+RxFOEETuEcPLiCOtxBA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9FacPKZY/gD5/MH4A+M/w==</latexit>r

<latexit sha1_base64="hpnySaJh+/CAhHti5mNvHw101yA=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkVI9FLx4r2A9oQ9lsN83S3U3Y3Qgl9C948aCIV/+QN/+NmzYHbX0w8Hhvhpl5QcKZNq777ZQ2Nre2d8q7lb39g8Oj6vFJV8epIrRDYh6rfoA15UzSjmGG036iKBYBp71gepf7vSeqNIvlo5kl1Bd4IlnICDa5NEwiNqrW3Lq7AFonXkFqUKA9qn4NxzFJBZWGcKz1wHMT42dYGUY4nVeGqaYJJlM8oQNLJRZU+9ni1jm6sMoYhbGyJQ1aqL8nMiy0nonAdgpsIr3q5eJ/3iA14Y2fMZmkhkqyXBSmHJkY5Y+jMVOUGD6zBBPF7K2IRFhhYmw8FRuCt/ryOule1b1mvfHQqLVuizjKcAbncAkeXEML7qENHSAQwTO8wpsjnBfn3flYtpacYuYU/sD5/AEWdo5I</latexit>

�

<latexit sha1_base64="/dDa1G+NLVuE4hmxdIiqR4yTaI8=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY9ELx7ByCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1Fipft8rltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmhdl77JcqVdK1ZssjjycwCmcgwdXUIU7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AK+PjN8=</latexit>

R

(a) 2pts. Determine el Lagrangiano del sistema para las variables r y φ.

(b) 1pt. Obtenga las ecuaciones de Euler-Lagrange.

(c) 1pt. Integre la ecuación para el ángulo φ y utilice su resultado para obtener una

ecuación de movimiento exclusivamente en términos de r.

(d) 1pt. Determine el valor que debe tener la velocidad angular ω0 para que r se mantenga

constante (r = r0).

(e) 1pt. Para el valor ω0 encontrado en la parte (d), obtenga la ecuación de pequeñas

oscilaciones para δr ≡ r − r0. Determine la frecuencia de pequeñas oscilaciones.

Indicación: Le puede ser útil recordar que la velocidad de una part́ıcula en coordenadas

esféricas vienen dadas por:

~v = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + rφ̇ sin θφ̂.

1



P2: La figura muestra un disco horizontal que gira en torno a su eje de simetŕıa con

velocidad angular ~Ω = Ω0k̂
′. A una distancia R del centro O del disco hay un pivote O′

que sostiene un péndulo de masa m y largo L (ver figura). El ángulo φ denota el ángulo

entre la cuerda del péndulo y la recta que pasa por OO′. Note que los vectores ı̂′ y ̂′ de

la figura satisfacen ˙̂ı′ = Ω0̂
′ y ˙̂′ = −Ω0ı̂

′.

(a) 2.5pts. Determine expresiones para cada fuerza no-inercial que participa en la se-

gunda ley de Newton válida en el sistema de referencia solidario a la pared.

(b) 2.5pts. Encuentre la ecuación de movimiento para el ángulo φ. Determine la fre-

cuencia de pequeñas oscilaciones.

(c) 1pt. Suponga que en t = 0 se cumple φ = φ0 y φ̇ = 0. Encuentre una expresión para

la tensión de la cuerda en función de φ.

~g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

<latexit sha1_base64="p3S6vtT5I9zvgrgQiKUBevrqAhI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48t2FpoQ9lsJ+3a3STsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgkfYMtwI7CQKqQwEPgTj25n/8IRK8zi6N5MEfUmHEQ85o8ZKTdkvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyVGhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFraUQlaj+bHzolZ1YZkDBWtiJD5urviYxKrScysJ2SmpFe9mbif143NeG1n/EoSQ1GbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukfVH1Lqu1Zq1Sv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucP2HuM+g==</latexit>m

<latexit sha1_base64="033hy+BflLYA1DwyhjYW7th2FaU=">AAAB8nicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0lE1GPRizcr2A9IQtlsJ+3S3WzY3RRK6M/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzopQzbVz32ymtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjtpaZotCikkvVjYgGzhJoGWY4dFMFREQcOtHobuZ3xqA0k8mTmaQQCjJIWMwoMVbygzFQHDwIGJBetebW3TnwKvEKUkMFmr3qV9CXNBOQGMqJ1r7npibMiTKMcphWgkxDSuiIDMC3NCECdJjPT57iM6v0cSyVrcTgufp7IidC64mIbKcgZqiXvZn4n+dnJr4Jc5akmYGELhbFGcdG4tn/uM8UUMMnlhCqmL0V0yFRhBqbUsWG4C2/vEraF3Xvqn75eFlr3BZxlNEJOkXnyEPXqIHuURO1EEUSPaNX9OYY58V5dz4WrSWnmDlGf+B8/gDHSZDw</latexit>

~⌦

<latexit sha1_base64="N04Z67glh9s1XJSEVhYYS38U1yI=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ6KokU9Vj04rGC/YA2lM120y7dbOLuRCihf8KLB0W8+ne8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LR7dRvPXFtRKwecJxwP6IDJULBKFqp3R1SJCNy1iuV3Yo7A1kmXk7KkKPeK311+zFLI66QSWpMx3MT9DOqUTDJJ8VuanhC2YgOeMdSRSNu/Gx274ScWqVPwljbUkhm6u+JjEbGjKPAdkYUh2bRm4r/eZ0Uw2s/EypJkSs2XxSmkmBMps+TvtCcoRxbQpkW9lbChlRThjaiog3BW3x5mTQvKt5lpXpfLddu8jgKcAwncA4eXEEN7qAODWAg4Rle4c15dF6cd+dj3rri5DNH8AfO5w/qFI8+</latexit>

k̂0

<latexit sha1_base64="VMAS+TIEVgfI7Z/hsWqQHHV45fY=">AAAB9HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPoKexKUI9BLx4jmAdklzA7mU2GzD6c6Q2EkO/w4kERr36MN//G2WQPmlgwUFR10zXlJ1JotO1vq7C2vrG5Vdwu7ezu7R+UD49aOk4V400Wy1h1fKq5FBFvokDJO4niNPQlb/uju8xvj7nSIo4ecZJwL6SDSASCUTSS5w4pEleEFIfkvFeu2FV7DrJKnJxUIEejV/5y+zFLQx4hk1TrrmMn6E2pQsEkn5XcVPOEshEd8K6hEQ259qbz0DNyZpQ+CWJlXoRkrv7emNJQ60nom8ksnl72MvE/r5ticONNRZSkyCO2OBSkkmBMsgZIXyjOUE4MoUwJk5WwIVWUoempZEpwlr+8SlqXVeeqWnuoVeq3eR1FOIFTuAAHrqEO99CAJjB4gmd4hTdrbL1Y79bHYrRg5TvH8AfW5w/DwJF0</latexit>

ı̂0

<latexit sha1_base64="rb7XJFanldbpV+AK3wz2L4Q1xPI=">AAAB9HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA9hV0J6jHoxWME84BkCbOT2WTM7MOZ3kBY8h1ePCji1Y/x5t84m+xBEwsGiqpuuqa8WAqNtv1trayurW9sFraK2zu7e/ulg8OmjhLFeINFMlJtj2ouRcgbKFDydqw4DTzJW97oNvNbY660iMIHnMTcDeggFL5gFI3kdocUSfcxoDgkZ71S2a7YM5Bl4uSkDDnqvdJXtx+xJOAhMkm17jh2jG5KFQom+bTYTTSPKRvRAe8YGtKAazedhZ6SU6P0iR8p80IkM/X3RkoDrSeBZyazeHrRy8T/vE6C/rWbijBOkIdsfshPJMGIZA2QvlCcoZwYQpkSJithQ6ooQ9NT0ZTgLH55mTQvKs5lpXpfLddu8joKcAwncA4OXEEN7qAODWDwBM/wCm/W2Hqx3q2P+eiKle8cwR9Ynz/FSpF1</latexit>

|̂0

<latexit sha1_base64="EsUXQCVtBq4y73jg2L4sJIh3P3Q=">AAAB6HicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4kqGXQxsIiAfMByRH2NnPJmr29Y3dPCCG/wMZCEVt/kp3/xk1yhSY+GHi8N8PMvCARXBvX/XZya+sbm1v57cLO7t7+QfHwqKnjVDFssFjEqh1QjYJLbBhuBLYThTQKBLaC0e3Mbz2h0jyWD2acoB/RgeQhZ9RYqX7fK5bcsjsHWSVeRkqQodYrfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7olJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPYnXCapQckWi8JUEBOT2dekzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGZtNwYbgLb+8SpoXZe+yXKlXStWbLI48nMApnIMHV1CFO6hBAxggPMMrvDmPzovz7nwsWnNONnMMf+B8/gCmd4zZ</latexit>

L<latexit sha1_base64="TK0E4M2dNFLYO+rBMIrg0B885Ho=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkp6rLoxp0V7AOmQ8mkmTY0kwxJRihDP8ONC0Xc+jXu/Bsz7Sy09UDgcM695NwTJpxp47rfzsrq2vrGZmmrvL2zu7dfOThsa5kqQltEcqm6IdaUM0FbhhlOu4miOA457YTj29zvPFGlmRSPZpLQIMZDwSJGsLGS34uxGRHM0f1Zv1J1a+4MaJl4BalCgWa/8tUbSJLGVBjCsda+5yYmyLAyjHA6LfdSTRNMxnhIfUsFjqkOslnkKTq1ygBFUtknDJqpvzcyHGs9iUM7mUfUi14u/uf5qYmug4yJJDVUkPlHUcqRkSi/Hw2YosTwiSWYKGazIjLCChNjWyrbErzFk5dJ+6LmXdbqD/Vq46aoowTHcALn4MEVNOAOmtACAhKe4RXeHOO8OO/Ox3x0xSl2juAPnM8fe3mQvQ==</latexit>

O0 <latexit sha1_base64="hpnySaJh+/CAhHti5mNvHw101yA=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkVI9FLx4r2A9oQ9lsN83S3U3Y3Qgl9C948aCIV/+QN/+NmzYHbX0w8Hhvhpl5QcKZNq777ZQ2Nre2d8q7lb39g8Oj6vFJV8epIrRDYh6rfoA15UzSjmGG036iKBYBp71gepf7vSeqNIvlo5kl1Bd4IlnICDa5NEwiNqrW3Lq7AFonXkFqUKA9qn4NxzFJBZWGcKz1wHMT42dYGUY4nVeGqaYJJlM8oQNLJRZU+9ni1jm6sMoYhbGyJQ1aqL8nMiy0nonAdgpsIr3q5eJ/3iA14Y2fMZmkhkqyXBSmHJkY5Y+jMVOUGD6zBBPF7K2IRFhhYmw8FRuCt/ryOule1b1mvfHQqLVuizjKcAbncAkeXEML7qENHSAQwTO8wpsjnBfn3flYtpacYuYU/sD5/AEWdo5I</latexit>

�

<latexit sha1_base64="VIBBuhnkUi5vZIvf0FW9uTP3cQY=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIqMuiG3dWsA9sh5JJ77ShmcyQZIRS+hduXCji1r9x59+YaWehrQcCh3PuJeeeIBFcG9f9dgorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLRTea3nlBpHssHM07Qj+hA8pAzaqz02I2oGTIqyF2vXHGr7gxkmXg5qUCOeq/81e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6qYaE8pGdIAdSyWNUPuTWeIpObFKn4Sxsk8aMlN/b0xopPU4CuxkllAvepn4n9dJTXjlT7hMUoOSzT8KU0FMTLLzSZ8rZEaMLaFMcZuVsCFVlBlbUsmW4C2evEyaZ1Xvonp+f16pXed1FOEIjuEUPLiEGtxCHRrAQMIzvMKbo50X5935mI8WnHznEP7A+fwBF8KQjA==</latexit>O
<latexit sha1_base64="RwzPFCD79z2G3yy9WjJSrLHofaQ=">AAAB8HicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48V7Ic0oWy2m2bpbjbsToQS+iu8eFDEqz/Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBXcgOt+O6W19Y3NrfJ2ZWd3b/+genjUMSrTlLWpEkr3QmKY4AlrAwfBeqlmRIaCdcPx7czvPjFtuEoeYJKyQJJRwiNOCVjp0Y8JYF/HalCtuXV3DrxKvILUUIHWoPrlDxXNJEuACmJM33NTCHKigVPBphU/MywldExGrG9pQiQzQT4/eIrPrDLEkdK2EsBz9fdETqQxExnaTkkgNsveTPzP62cQXQc5T9IMWEIXi6JMYFB49j0ecs0oiIklhGpub8U0JppQsBlVbAje8surpHNR9y7rjftGrXlTxFFGJ+gUnSMPXaEmukMt1EYUSfSMXtGbo50X5935WLSWnGLmGP2B8/kDgpOQOw==</latexit>

⇢̂

<latexit sha1_base64="0uhar3QKnAtrZKpgmEvC/Mfy1xw=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48V7Ic0oWy2m2bp7ibsboQS+iu8eFDEqz/Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MOVMG9f9dkpr6xubW+Xtys7u3v5B9fCoo5NMEdomCU9UL8SaciZp2zDDaS9VFIuQ0244vp353SeqNEvkg5mkNBB4JFnECDZWevRjbJCfxmxQrbl1dw60SryC1KBAa1D98ocJyQSVhnCsdd9zUxPkWBlGOJ1W/EzTFJMxHtG+pRILqoN8fvAUnVlliKJE2ZIGzdXfEzkWWk9EaDsFNrFe9mbif14/M9F1kDOZZoZKslgUZRyZBM2+R0OmKDF8YgkmitlbEYmxwsTYjCo2BG/55VXSuah7l/XGfaPWvCniKMMJnMI5eHAFTbiDFrSBgIBneIU3RzkvzrvzsWgtOcXMMfyB8/kDdm+QMw==</latexit>

�̂

Indicación 1 : Recuerde que la segunda ley de Newton en un sistema no inercial adquiere

la forma:

m~a ′ = ~F −m~̈R−m~Ω× (~Ω× ~r ′)− 2m~Ω× ~v ′ −m ~̇Ω× ~r ′.

Indicación 2 : La posición, velocidad y aceleración en coordenadas polares son:

~r = ρρ̂, ~v = ρ̇ρ̂+ ρφ̇φ̂, ~a = (ρ̈− ρφ̇2)ρ̂+ (2ρ̇φ̇+ ρφ̈)φ̂.
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P3: El sólido de la figura consiste en un disco delgado de radio R y masa M/2 atravesado

por una varilla de largo 3R y masa M/2. El disco rueda sin resbalar sobre una superficie

horizontal plana y los extremos de la varilla están unidos a una pared paralela mediante

dos resortes idénticos de constante elástica k y largo natural D > R. Los resortes siempre

permanecen horizontales (ver figura). Escriba la posición del centro de masas del sólido

con respecto al origen O como ~rCM = (D+ δx)̂ı, donde δx es el desplazamiento horizontal

del centro de masas con respecto al punto de equilibrio del sistema.

~g
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3R

(a) 1pt. Encuentre la matriz de inercia del sólido con respecto a su centro de masas.

Procure que la orientación del eje k̂′ del sistema solidario al sólido coincida con el eje k̂

de la figura.

(b) 1.5pts. Determine una expresión para el momento angular ~LCM del sólido con re-

specto a su centro de masas en términos de δẋ.

(c) 2pts. Determine el torque total ~τCM que actúa sobre el sólido con respecto a su centro

de masas. Junto con el resultado de la parte (b), obtenga una relación entre la fuerza de

roce que el suelo ejerce sobre el sólido y la aceleración δẍ.

(d) 1.5pts. Obtenga la ecuación de movimiento del desplazamiento horizontal δx. Iden-

tifique la frecuencia de oscilaciones del sistema.

Indicación: Las matrices de inercia de un disco R,m con respecto a su centro de masas

y una varilla L,m con respecto a su centro de masas son:

IdiscoCM =
1

4
mR2

 1 0 0

0 1 0

0 0 2

 , IvarillaCM =
1

12
mL2

 1 0 0

0 1 0

0 0 0

 .
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Solución P1: (a) sin θ = 1/
√

2. La altura de la masa en el interior es z = r. Luego

K = 1
2
mṙ2 + 1

2
m(ṙ2 + 1

2
r2φ̇2) = mṙ2 + 1

4
mr2φ̇2 y U = 1

2
k(r−D)2 +mgr+mg(R− 1√

2
r) =

1
2
kr2+constantes (donde se usó el valor de D). Luego L = mṙ2 + 1

4
mr2φ̇2 − 1

2
kr2+const.

(b) Las ecs de EL son 2mr̈ − 1
2
mrφ̇2 + kr = 0 y d

dt
(1
2
mr2φ̇) = 0. (c) r2φ̇ es constante.

Usando CI tenemos φ̇ =
r20ω0

r2
. Insertando en la primera ec de EL: r̈− 1

4

r40ω
2
0

r3
+ k

2m
r = 0. (d)

Para que r = r0 se debe cumplir r̈ = 0, de donde ω0 =
√

2k/m. (e) Fijando ω0 =
√

2k/m

y escribiendo r = r0 + δr la parte (c) se reduce a: δr̈ + 2k
m
δr = 0, de donde ω =

√
2k/m.

Solución P2: (a) ~̈R = −RΩ2
0ı̂. Las fuerzas NI son: −m~̈R = mRΩ2

0(cosφρ̂ − sinφφ̂),
~Fcentr = mΩ2

0Lρ̂, ~FCor = 2mLΩ0φ̇ρ̂, y ~FEul = 0. (b) La posición de m c/r a O′ es ~r ′ = Lρ̂.

Luego: ~v ′ = Lφ̇φ̂ y ~a ′ = L(φ̈φ̂− φ̇2ρ̂). Además ~F = −mgk̂+Nk̂−T ρ̂. Juntando todo en

la segunda ley: mL(φ̈φ̂− φ̇2ρ̂) = −mgk̂ +Nk̂− T ρ̂+mRΩ2
0(cosφρ̂− sinφφ̂) +mΩ2

0Lρ̂+

2mLΩ0φ̇ρ̂. La componente φ̂ entrega: φ̈ + R
L

Ω2
0 sinφ = 0. Luego: ω0 =

√
R/LΩ0. (c)

Integrando: φ̇2 = 2R
L

Ω2
0(cosφ0 − cosφ). Luego: T = mΩ2

0L + mRΩ2
0(2 cosφ0 − cosφ) ±

2mLΩ0

√
2R
L

Ω2
0(cosφ0 − cosφ). El signo + es para φ̇ > 0 y el − para φ̇ < 0.

Solución P3: (a) Usando la indicación con m = M/2 y L = 3R, y sumando ambas

matrices: IsolidoCM = 1
4
MR2Diag (2, 2, 1). (b) La velocidad angular es ~Ω = − δẋ

R
k̂. Luego

~LCM = IsolidoCM
~Ω = −1

4
MRδẋk̂. (c) Los torques c/r al CM son ~τ gCM = 0, ~τ kCM = (3

2
Rk̂) ×

(−kδxı̂)+(−3
2
Rk̂)×(−kδxı̂) = 0, ~τNCM = (−R̂)×(N̂) = 0, ~τ reCM = (−R̂)×(Freı̂) = RFrek̂.

Usando ~̇LCM = ~τCM se encuentra Fre = −1
4
Mδẍ. (d) Las fuerza son ~Fg = −Mĝ, ~Fk =

−2kδxı̂, ~N = N̂ y ~Fre = Freı̂. A partir de M~aCM = ~F tot se obtiene Mδẍ + 2kδx = Fre.

Con (d), vemos que: δẍ+ 8
5
k
M
δx = 0. Luego ω =

√
8k/5M .
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Mecánica FI2001-5

Ejercicio 1: Jueves 24 de marzo, 2022

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padró

Un punto P se mueve en una trayectoria que, descrita en coordenadas ciĺındricas, satisface z(t) = ρ(t), dz = Rdφ

y φ = ω0t. Se trata de una trayectoria apoyada en una superficie cónica, como lo indica la figura. Para t = 0 se

cumple z = 0.

(a) Encuentre la velocidad de P en coordenadas esféricas para un tiempo cualquiera. Es decir, encuentre expre-

siones para las componentes vr, vφ y vθ del vector ~v = vr r̂ + vφφ̂+ vθ θ̂ en términos de R y ω0.

(b) Obtenga la velocidad angular de P con respecto al origen en coordenadas esféricas en términos de ω0.

Recuerde: La velocidad en coordenadas esféricas viene dada por ~v = ṙr̂ + r sin θφ̇φ̂+ rθ̇θ̂. Además, la velocidad

angular es ~ω = ~r × ~v/||~r||2.

Solución: Del enunciado se deduce (imponiendo condiciones iniciales) que z(t) = Rω0t. Por geometŕıa se tiene

que r =
√
ρ2 + z2. Luego r(t) =

√
2Rω0t. Notemos que θ = π/4, por lo que θ̇ = 0. Entonces, usando la ayuda,

tenemos:

~v =
√

2Rω0r̂ +
1

2

√
2Rω2

0tφ̂, (1)

donde usamos sin(π/4) = 1/2. Realizando el producto cruz, finalmente obtenemos

~ω =
1

2R2ω2
0t

2
(
√

2Rω0tr̂)× (
√

2Rω0r̂ +
1

2

√
2Rω2

0tφ̂) = −1

2
ω0θ̂. (2)



Mecánica FI2001-5

Ejercicio 4: Martes 3 de mayo, 2022

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padró

En el sistema de la figura, la barra rota en torno a la rótula O con aceleración angular constante α = 2g/R,

habiendo iniciado su movimiento desde la posición θ = 0, con θ̇ = 0. Una part́ıcula de masa m descansa sobre

la barra a una distancia R de O. Determine el mı́nimo coeficiente de roce estático µe que debe existir entre la

part́ıcula y la barra para que la part́ıcula no deslice en el intervalo 0 < θ < π.

Recuerde: La posición, velocidad y aceleración en coordenadas polares vienen dadas por:

~r = ρρ̂, ~v = ρ̇ρ̂+ ρφ̇φ̂, ~a = (ρ̈− ρφ̇2)ρ̂+ (ρφ̈+ 2ρ̇φ̇)φ̂+ z̈k̂. (1)

Solución: Se nos dice que la aceleración angular es α = 2g/R. Luego se tiene que θ̇ = 2gt/R y θ = gt2/R. Por lo

tanto la aceleración viene dada por

~a = −4g2t2

R
ρ̂+ 2gθ̂ (2)

La fuerza total sobre la masa es ~F = −mg(cos θθ̂ + sin θρ̂) +Nθ̂ − Freρ̂. De la segunda ley de Newton sigue que

−m4g2t2

R
ρ̂+ 2mgθ̂ = −mg(cos θθ̂ + sin θρ̂) +Nθ̂ − Freρ̂ (3)

Igualando componentes obtenemos las incognitas Fre = m 4g2t2

R −mg sin θ, y N = mg(2 + cos θ). Recordemos que

Fre ≤ µeN . Luego (usando θ = gt2/R) se tiene que

4θ − sin θ ≤ µe (2 + cos θ) (4)

La part́ıcula deslizará cuando se satisfaga la igualdad. De este modo, el mı́nimo µe se obtiene reemplazando θ = π

e imponiendo la igualdad obtenemos: µe = 4π.



Mecánica FI2001-5

Ejercicio 5: Martes 14 de junio, 2022

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padró

Un casquete semi-esférico de radio R tiene un orificio pequeño en su parte superior. Por él, pasa una cuerda ideal

inextensible de largo πR/2 con dos masas idénticas m en sus extremos. Una de las masas cuelga verticalmente

desde el orificio, mientras que la otra siempre permanece en contacto con la superficie del casquete (ver figura).

Inicialmente, la masa sobre el casquete es tal que θ = π/4, θ̇ = 0, φ = 0, φ̇ = ω0.

~g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

<latexit sha1_base64="p3S6vtT5I9zvgrgQiKUBevrqAhI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48t2FpoQ9lsJ+3a3STsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgkfYMtwI7CQKqQwEPgTj25n/8IRK8zi6N5MEfUmHEQ85o8ZKTdkvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyVGhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFraUQlaj+bHzolZ1YZkDBWtiJD5urviYxKrScysJ2SmpFe9mbif143NeG1n/EoSQ1GbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukfVH1Lqu1Zq1Sv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucP2HuM+g==</latexit>m
<latexit sha1_base64="p3S6vtT5I9zvgrgQiKUBevrqAhI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48t2FpoQ9lsJ+3a3STsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgkfYMtwI7CQKqQwEPgTj25n/8IRK8zi6N5MEfUmHEQ85o8ZKTdkvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyVGhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFraUQlaj+bHzolZ1YZkDBWtiJD5urviYxKrScysJ2SmpFe9mbif143NeG1n/EoSQ1GbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukfVH1Lqu1Zq1Sv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucP2HuM+g==</latexit>m

<latexit sha1_base64="pYM132qgRhMHaU/a61ywLFbdrWg=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48V7Ae0oWy2m3btZhN2J0IJ/Q9ePCji1f/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GtzO//cS1EbF6wEnC/YgOlQgFo2ilVg9HHGm/XHGr7hxklXg5qUCORr/81RvELI24QiapMV3PTdDPqEbBJJ+WeqnhCWVjOuRdSxWNuPGz+bVTcmaVAQljbUshmau/JzIaGTOJAtsZURyZZW8m/ud1Uwyv/UyoJEWu2GJRmEqCMZm9TgZCc4ZyYgllWthbCRtRTRnagEo2BG/55VXSuqh6l9Xafa1Sv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBjSBwSM8wyu8ObHz4rw7H4vWgpPPHMMfOJ8/puWPMQ==</latexit>

✓
<latexit sha1_base64="VIBBuhnkUi5vZIvf0FW9uTP3cQY=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIqMuiG3dWsA9sh5JJ77ShmcyQZIRS+hduXCji1r9x59+YaWehrQcCh3PuJeeeIBFcG9f9dgorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLRTea3nlBpHssHM07Qj+hA8pAzaqz02I2oGTIqyF2vXHGr7gxkmXg5qUCOeq/81e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6qYaE8pGdIAdSyWNUPuTWeIpObFKn4Sxsk8aMlN/b0xopPU4CuxkllAvepn4n9dJTXjlT7hMUoOSzT8KU0FMTLLzSZ8rZEaMLaFMcZuVsCFVlBlbUsmW4C2evEyaZ1Xvonp+f16pXed1FOEIjuEUPLiEGtxCHRrAQMIzvMKbo50X5935mI8WnHznEP7A+fwBF8KQjA==</latexit>O

(a) Obtenga una expresión para el Lagrangiano del sistema en función de las coordenadas esféricas θ y φ que

denotan la posición de la masa sobre el casquete.

(b) Derive las ecuaciones de Eüler-Lagrange asociadas a θ y φ.

(c) Note que φ es una coordenada ćıclica (el Lagrangiano depende de φ̇ pero no de φ). Esto implica que `φ ≡ ∂L/∂φ̇
es una constante de movimiento. Use esto para determinar una expresión para φ̇ en función de θ.

(e) Use el resultado de la parte (c) para eliminar φ̇ de la ecuación de Eüler-Lagrange asociada a θ. A partir de

este resultado, determine el valor de ω0 para que la trayectoria alrededor del casquete sea circular (con θ = π/4).

Recuerde: La posición y velocidad en coordenadas esféricas vienen dadas por:

~r = rr̂, ~v = ṙr̂ + r sin θφ̇φ̂+ rθ̇θ̂. (1)

Solución: (a) Debido a la cuerda, la altura de la masa que cuelga (con respecto al orificio) es R(θ − π/2)

(también se puede considerar la altura con respecto al origen de la esfera). Luego, el Lagrangiano del sistema es

L = mR2θ̇2 + 1
2mR

2 sin2 θφ̇2 +mgRθ +mgR cos θ+constantes. (b) Las ecuaciones de E-L son

2θ̈ − sin θ cos θφ̇2 +
g

R
(sin θ − 1) = 0,

d

dt

(
sin2 θφ̇

)
= 0. (2)

(c) `φ = mR2 sin2 θφ̇ = 1
2mR

2ω0. Esto implica que φ̇ = ω0

2 sin2 θ
. (d) Insertando el resultado anterior en la ecuación

de E-L para θ obtenemos:

θ̈ − ω2
0 cos θ

8 sin3 θ
+

g

2R
(sin θ − 1) = 0. (3)

El movimiento circular corresponde a θ̈ = 0. Luego ω0 =
√

2g
R (1− 1/

√
2).
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Ejercicio 6: Jueves 23 de junio, 2022

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padró

La figura muestra un tren que se desplaza hacia la derecha con aceleración constante a0. Desde un pivote O′ en

el techo de uno de los vagones, pende un péndulo de masa m y largo L. Encuentre la ecuación de movimiento del

ángulo φ del péndulo, y determine el ángulo φ∗ para la configuración de equilibrio estable.

<latexit sha1_base64="lWRQG1DfRf4pDlaHKf3s+CSnHIM=">AAAB7XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48VbC20oWy2k3btZhN2N4US+h+8eFDEq//Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCopeNUMWyyWMSqHVCNgktsGm4EthOFNAoEPgaj25n/OEaleSwfzCRBP6IDyUPOqLFSqztGRga9csWtunOQVeLlpAI5Gr3yV7cfszRCaZigWnc8NzF+RpXhTOC01E01JpSN6AA7lkoaofaz+bVTcmaVPgljZUsaMld/T2Q00noSBbYzomaol72Z+J/XSU147WdcJqlByRaLwlQQE5PZ66TPFTIjJpZQpri9lbAhVZQZG1DJhuAtv7xKWhdV77Jau69V6jd5HEU4gVM4Bw+uoA530IAmMHiCZ3iFNyd2Xpx352PRWnDymWP4A+fzByvIjuA=</latexit>

~g

<latexit sha1_base64="VIBBuhnkUi5vZIvf0FW9uTP3cQY=">AAAB8XicbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIqMuiG3dWsA9sh5JJ77ShmcyQZIRS+hduXCji1r9x59+YaWehrQcCh3PuJeeeIBFcG9f9dgorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLRTea3nlBpHssHM07Qj+hA8pAzaqz02I2oGTIqyF2vXHGr7gxkmXg5qUCOeq/81e3HLI1QGiao1h3PTYw/ocpwJnBa6qYaE8pGdIAdSyWNUPuTWeIpObFKn4Sxsk8aMlN/b0xopPU4CuxkllAvepn4n9dJTXjlT7hMUoOSzT8KU0FMTLLzSZ8rZEaMLaFMcZuVsCFVlBlbUsmW4C2evEyaZ1Xvonp+f16pXed1FOEIjuEUPLiEGtxCHRrAQMIzvMKbo50X5935mI8WnHznEP7A+fwBF8KQjA==</latexit>O

<latexit sha1_base64="TK0E4M2dNFLYO+rBMIrg0B885Ho=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkp6rLoxp0V7AOmQ8mkmTY0kwxJRihDP8ONC0Xc+jXu/Bsz7Sy09UDgcM695NwTJpxp47rfzsrq2vrGZmmrvL2zu7dfOThsa5kqQltEcqm6IdaUM0FbhhlOu4miOA457YTj29zvPFGlmRSPZpLQIMZDwSJGsLGS34uxGRHM0f1Zv1J1a+4MaJl4BalCgWa/8tUbSJLGVBjCsda+5yYmyLAyjHA6LfdSTRNMxnhIfUsFjqkOslnkKTq1ygBFUtknDJqpvzcyHGs9iUM7mUfUi14u/uf5qYmug4yJJDVUkPlHUcqRkSi/Hw2YosTwiSWYKGazIjLCChNjWyrbErzFk5dJ+6LmXdbqD/Vq46aoowTHcALn4MEVNOAOmtACAhKe4RXeHOO8OO/Ox3x0xSl2juAPnM8fe3mQvQ==</latexit>

O0
<latexit sha1_base64="fHAPDJ1EOjm5YtVk98CJk0xXw3U=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N0IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4dua3n1BpHstHM0nQj+hQ8pAzaqz0QPtuv1xxq+4cZJV4OalAjka//NUbxCyNUBomqNZdz02Mn1FlOBM4LfVSjQllYzrErqWSRqj9bH7qlJxZZUDCWNmShszV3xMZjbSeRIHtjKgZ6WVvJv7ndVMTXvsZl0lqULLFojAVxMRk9jcZcIXMiIkllClubyVsRBVlxqZTsiF4yy+vktZF1bus1u5rlfpNHkcRTuAUzsGDK6jDHTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwDqAY2R</latexit>a0

<latexit sha1_base64="hpnySaJh+/CAhHti5mNvHw101yA=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkVI9FLx4r2A9oQ9lsN83S3U3Y3Qgl9C948aCIV/+QN/+NmzYHbX0w8Hhvhpl5QcKZNq777ZQ2Nre2d8q7lb39g8Oj6vFJV8epIrRDYh6rfoA15UzSjmGG036iKBYBp71gepf7vSeqNIvlo5kl1Bd4IlnICDa5NEwiNqrW3Lq7AFonXkFqUKA9qn4NxzFJBZWGcKz1wHMT42dYGUY4nVeGqaYJJlM8oQNLJRZU+9ni1jm6sMoYhbGyJQ1aqL8nMiy0nonAdgpsIr3q5eJ/3iA14Y2fMZmkhkqyXBSmHJkY5Y+jMVOUGD6zBBPF7K2IRFhhYmw8FRuCt/ryOule1b1mvfHQqLVuizjKcAbncAkeXEML7qENHSAQwTO8wpsjnBfn3flYtpacYuYU/sD5/AEWdo5I</latexit>

�

Indicación 1 : Recuerde que la segunda ley de Newton en un sistema no inercial adquiere la forma:

m~a ′ = ~F −m~̈R−m~Ω× (~Ω× ~r ′)− 2m~Ω× ~v ′ −m ~̇Ω× ~r ′.

Indicación 2 : La posición, velocidad y aceleración en coordenadas polares son:

~r = ρρ̂, ~v = ρ̇ρ̂+ ρφ̇φ̂, ~a = (ρ̈− ρφ̇2)ρ̂+ (2ρ̇φ̇+ ρφ̈)φ̂.

Solución: Se tiene que ~̈R = a0x̂, donde x̂ apunta hacia la derecha. Con ~Ω = 0 la segunda Ley de Newton adquiere

la forma m~a ′ = ~F −ma0x̂. Usando ~a ′ = −Lφ̇2ρ̂ + Lφ̈φ̂, F̂ = mg(cosφρ̂ − sinφφ̂) − T ρ̂ y x̂ = cosφφ̂ + sinφρ̂ la

segunda ley de Newton queda como:

m(−Lφ̇2ρ̂+ Lφ̈φ̂) = mg(cosφρ̂− sinφφ̂)− T ρ̂−ma0(cosφφ̂+ sinφρ̂). (1)

La componente φ̂ entrega la ecuación φ̈ + 1
L (g sinφ + a0 cosφ) = 0. El ángulo de equilibrio corresponde al caso

φ̈ = 0, el cual da φ∗ = − arctan(a0/g).



Mecánica FI2001-5
Examen: Jueves 14 de julio, 2022

Prof. Gonzalo A. Palma. - Aux’s: Esteban Araneda y Fernanda Padró

Ayudantes: Sebastián Vargas y Antonia Villegas

P1: Desde un péndulo de masa m y largo L se sujeta otro péndulo exactamente igual de

modo que ambos pueden oscilar libremente en el plano vertical (ver figura). Las oscila-

ciones del sistema se describen respecto a los ángulos θ1 y θ2 que cada péndulo forma con

la vertical (ver figura).

(a) 2pts. Encuentre el Lagrangiano del sistema en función de las coordenadas θ1 y θ2, y

velocidades θ̇1 y θ̇2.

(b) 2pts. Determine las ecuaciones de Euler-Lagrange para ambos ángulos.

(c) 1pt. Deduzca las ecuaciones lineales acopladas para θ1 y θ2 válidas en el régimen de

pequeñas oscilaciones en torno a la configuración de equilibrio estable θ1 = θ2 = 0.

(d) 1pt. Determine las frecuencias propias del sistema.

✓1

✓2

~g

L

m

m

L

1



P2: Considere un péndulo formado por una barra ŕıgida de masa despreciable y largo L,

la cual tiene adheridas dos masas m1 y m2 ubicadas en el extremo y en la mitad de la

barra respectivamente (ver figura).

(a) 1.5pts. Determine el tensor de inercia respecto al extremo superior O′ del péndulo

(figura derecha).

(b) 1pt. Determine el momento angular del péndulo respecto del extremo superior del

péndulo si éste rota con una velocidad angular φ̇ en ẑ.

(c) 2pts. Calcule el torque total sobre el péndulo con respecto al extremo superior. A

partir de este resultado, obtenga la ecuación de movimiento para el ángulo φ y determine

la frecuencia para pequeñas oscilaciones

(d) 1.5pts. Determine el Lagrangiano del sistema y compruebe a partir de éste su

resultado de la parte (c).

~g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

�
<latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit><latexit sha1_base64="h9d6wjmnVGPhUxkpPKdF7mEh2Nc=">AAAB63icbZDNSgMxFIVv6l+tf1WXboJFcFVmRNBl0Y3LCrYW2qFk0kwnNMkMSUYoQ1/BjQtF3PpC7nwbM+0stPVA4OPce8m9J0wFN9bzvlFlbX1jc6u6XdvZ3ds/qB8edU2Saco6NBGJ7oXEMMEV61huBeulmhEZCvYYTm6L+uMT04Yn6sFOUxZIMlY84pTYwhqkMR/WG17Tmwuvgl9CA0q1h/WvwSihmWTKUkGM6fteaoOcaMupYLPaIDMsJXRCxqzvUBHJTJDPd53hM+eMcJRo95TFc/f3RE6kMVMZuk5JbGyWa4X5X62f2eg6yLlKM8sUXXwUZQLbBBeH4xHXjFoxdUCo5m5XTGOiCbUunpoLwV8+eRW6F03f8f1lo3VTxlGFEziFc/DhClpwB23oAIUYnuEV3pBEL+gdfSxaK6icOYY/Qp8/E4qOPw==</latexit>

<latexit sha1_base64="dbD0R8vOR85ULvP4a/BRYCg4TCQ=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqeyWoh6LXjxWtLXQLiWbZtvQJLskWaEs/QlePCji1V/kzX9j2u5BWx8MPN6bYWZemAhurOd9o8La+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmzjVlLVoLGLdCYlhgivWstwK1kk0IzIU7DEc38z8xyemDY/Vg50kLJBkqHjEKbFOupf9Wr9c8areHHiV+DmpQI5mv/zVG8Q0lUxZKogxXd9LbJARbTkVbFrqpYYlhI7JkHUdVUQyE2TzU6f4zCkDHMXalbJ4rv6eyIg0ZiJD1ymJHZllbyb+53VTG10FGVdJapmii0VRKrCN8exvPOCaUSsmjhCqubsV0xHRhFqXTsmF4C+/vEratap/Ua3f1SuN6zyOIpzAKZyDD5fQgFtoQgsoDOEZXuENCfSC3tHHorWA8plj+AP0+QP/UY2f</latexit>m2

<latexit sha1_base64="5VwnjFHh6Olo0x7inlKQQkWthk0=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexKUY9FLx4r2g9ol5JNs21okl2SrFCW/gQvHhTx6i/y5r8xbfegrQ8GHu/NMDMvTAQ31vO+UWFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61TJxqypo0FrHuhMQwwRVrWm4F6ySaERkK1g7HtzO//cS04bF6tJOEBZIMFY84JdZJD7Lv98sVr+rNgVeJn5MK5Gj0y1+9QUxTyZSlghjT9b3EBhnRllPBpqVealhC6JgMWddRRSQzQTY/dYrPnDLAUaxdKYvn6u+JjEhjJjJ0nZLYkVn2ZuJ/Xje10XWQcZWklim6WBSlAtsYz/7GA64ZtWLiCKGau1sxHRFNqHXplFwI/vLLq6R1UfUvq7X7WqV+k8dRhBM4hXPw4QrqcAcNaAKFITzDK7whgV7QO/pYtBZQPnMMf4A+fwD9zY2e</latexit>m1

<latexit sha1_base64="b8XA306EAYoxQWXLbO3W9vtu8lQ=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhCs4l0Iahm0sbCIaD4gOcLeZi5Zsrd37O4JIeQn2FgoYusvsvPfuEmu0MQHA4/3ZpiZFySCa+O6387K6tr6xmZuK7+9s7u3Xzg4bOg4VQzrLBaxagVUo+AS64Ybga1EIY0Cgc1geDP1m0+oNI/loxkl6Ee0L3nIGTVWerg7L3cLRbfkzkCWiZeRImSodQtfnV7M0gilYYJq3fbcxPhjqgxnAif5TqoxoWxI+9i2VNIItT+enTohp1bpkTBWtqQhM/X3xJhGWo+iwHZG1Az0ojcV//PaqQmv/DGXSWpQsvmiMBXExGT6N+lxhcyIkSWUKW5vJWxAFWXGppO3IXiLLy+TRrnkXZQq95Vi9TqLIwfHcAJn4MElVOEWalAHBn14hld4c4Tz4rw7H/PWFSebOYI/cD5/AIQbjU4=</latexit>

L/2

<latexit sha1_base64="b8XA306EAYoxQWXLbO3W9vtu8lQ=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhCs4l0Iahm0sbCIaD4gOcLeZi5Zsrd37O4JIeQn2FgoYusvsvPfuEmu0MQHA4/3ZpiZFySCa+O6387K6tr6xmZuK7+9s7u3Xzg4bOg4VQzrLBaxagVUo+AS64Ybga1EIY0Cgc1geDP1m0+oNI/loxkl6Ee0L3nIGTVWerg7L3cLRbfkzkCWiZeRImSodQtfnV7M0gilYYJq3fbcxPhjqgxnAif5TqoxoWxI+9i2VNIItT+enTohp1bpkTBWtqQhM/X3xJhGWo+iwHZG1Az0ojcV//PaqQmv/DGXSWpQsvmiMBXExGT6N+lxhcyIkSWUKW5vJWxAFWXGppO3IXiLLy+TRrnkXZQq95Vi9TqLIwfHcAJn4MElVOEWalAHBn14hld4c4Tz4rw7H/PWFSebOYI/cD5/AIQbjU4=</latexit>

L/2

<latexit sha1_base64="TK0E4M2dNFLYO+rBMIrg0B885Ho=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkp6rLoxp0V7AOmQ8mkmTY0kwxJRihDP8ONC0Xc+jXu/Bsz7Sy09UDgcM695NwTJpxp47rfzsrq2vrGZmmrvL2zu7dfOThsa5kqQltEcqm6IdaUM0FbhhlOu4miOA457YTj29zvPFGlmRSPZpLQIMZDwSJGsLGS34uxGRHM0f1Zv1J1a+4MaJl4BalCgWa/8tUbSJLGVBjCsda+5yYmyLAyjHA6LfdSTRNMxnhIfUsFjqkOslnkKTq1ygBFUtknDJqpvzcyHGs9iUM7mUfUi14u/uf5qYmug4yJJDVUkPlHUcqRkSi/Hw2YosTwiSWYKGazIjLCChNjWyrbErzFk5dJ+6LmXdbqD/Vq46aoowTHcALn4MEVNOAOmtACAhKe4RXeHOO8OO/Ox3x0xSl2juAPnM8fe3mQvQ==</latexit>

O0
<latexit sha1_base64="n92v7t1qMEMvh596PnTuVo7fo9s=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ6KokU9Vj04rGC/YA2lM120y7dbMLuRCyhP8KLB0W8+nu8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LR7dRvPXJtRKwecJxwP6IDJULBKFqp1R1SJE9nvVLZrbgzkGXi5aQMOeq90le3H7M04gqZpMZ0PDdBP6MaBZN8UuymhieUjeiAdyxVNOLGz2bnTsipVfokjLUthWSm/p7IaGTMOApsZ0RxaBa9qfif10kxvPYzoZIUuWLzRWEqCcZk+jvpC80ZyrEllGlhbyVsSDVlaBMq2hC8xZeXSfOi4l1WqvfVcu0mj6MAx3AC5+DBFdTgDurQAAYjeIZXeHMS58V5dz7mrStOPnMEf+B8/gCmIY8h</latexit>

x̂0

<latexit sha1_base64="IFA90rE+WlGp7F+UOJEEd3MLiAE=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkqMeiF48V7Ae0oWy2m3bpZhN2J0Io/RFePCji1d/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GdzO//cS1EbF6xCzhfkSHSoSCUbRSuzeiSLLzfrniVt05yCrxclKBHI1++as3iFkacYVMUmO6npugP6EaBZN8WuqlhieUjemQdy1VNOLGn8zPnZIzqwxIGGtbCslc/T0xoZExWRTYzojiyCx7M/E/r5tieONPhEpS5IotFoWpJBiT2e9kIDRnKDNLKNPC3krYiGrK0CZUsiF4yy+vktZl1buq1h5qlfptHkcRTuAULsCDa6jDPTSgCQzG8Ayv8OYkzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gCnpo8i</latexit>

ŷ0
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P3: Un sólido ŕıgido consiste en la mitad de un disco delgado de radio R y densidad

uniforme σ (ver figura).

(a) 1pts. Determine una relación entre σ y la masa total M del sólido.

(b) 1pts. Determine la posición del centro de masas ~rCM = 1
M

∫
dm~r del sólido con

respecto al origen O′ (figura izquierda). Exprese su resultado con respecto el sistema de

referencia solidario al sólido mostrado en la figura.

(c) 1.5pts. Determine el momento de inercia del sólido respecto a un eje perpendicular al

disco que pasa por O′ (componente zz de la matriz de inercia IO′). Exprese su resultado

en función de la masa total M del disco y R.

(d) 1pt. A partir del resultado anterior, obtenga el momento de inercia del sólido respecto

a un eje perpendicular al disco que pasa por CM (componente zz de la matriz de inercia

ICM).

(e) 1.5pts. Si el sólido rueda sin resbalar sobre un plano horizontal, encuentre la enerǵıa

mecánica total como función de φ y φ̇ (ver figura derecha).

~g
<latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit><latexit sha1_base64="Q/vyrvc/LSddLhe82qhWp0gsHgo=">AAAB7XicbZBNSwMxEIZn/az1q+rRS7AInsquCHosevFYwX5Au5RsOm1js8mSZAtl6X/w4kERr/4fb/4b03YP2vpC4OGdGTLzRongxvr+t7e2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OG0almmGdKaF0K6IGBZdYt9wKbCUaaRwJbEaju1m9OUZtuJKPdpJgGNOB5H3OqHVWozNGRgbdUtmv+HORVQhyKEOuWrf01ekplsYoLRPUmHbgJzbMqLacCZwWO6nBhLIRHWDboaQxmjCbbzsl587pkb7S7klL5u7viYzGxkziyHXG1A7Ncm1m/ldrp7Z/E2ZcJqlFyRYf9VNBrCKz00mPa2RWTBxQprnblbAh1ZRZF1DRhRAsn7wKjctK4Pjhqly9zeMowCmcwQUEcA1VuIca1IHBEzzDK7x5ynvx3r2PReual8+cwB95nz8o3I7X</latexit>

<latexit sha1_base64="IFA90rE+WlGp7F+UOJEEd3MLiAE=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbRU0mkqMeiF48V7Ae0oWy2m3bpZhN2J0Io/RFePCji1d/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZekEhh0HW/ncLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7GdzO//cS1EbF6xCzhfkSHSoSCUbRSuzeiSLLzfrniVt05yCrxclKBHI1++as3iFkacYVMUmO6npugP6EaBZN8WuqlhieUjemQdy1VNOLGn8zPnZIzqwxIGGtbCslc/T0xoZExWRTYzojiyCx7M/E/r5tieONPhEpS5IotFoWpJBiT2e9kIDRnKDNLKNPC3krYiGrK0CZUsiF4yy+vktZl1buq1h5qlfptHkcRTuAULsCDa6jDPTSgCQzG8Ayv8OYkzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gCnpo8i</latexit>

ŷ0

<latexit sha1_base64="n92v7t1qMEMvh596PnTuVo7fo9s=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ6KokU9Vj04rGC/YA2lM120y7dbMLuRCyhP8KLB0W8+nu8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEikMuu63s7K6tr6xWdgqbu/s7u2XDg6bJk414w0Wy1i3A2q4FIo3UKDk7URzGgWSt4LR7dRvPXJtRKwecJxwP6IDJULBKFqp1R1SJE9nvVLZrbgzkGXi5aQMOeq90le3H7M04gqZpMZ0PDdBP6MaBZN8UuymhieUjeiAdyxVNOLGz2bnTsipVfokjLUthWSm/p7IaGTMOApsZ0RxaBa9qfif10kxvPYzoZIUuWLzRWEqCcZk+jvpC80ZyrEllGlhbyVsSDVlaBMq2hC8xZeXSfOi4l1WqvfVcu0mj6MAx3AC5+DBFdTgDurQAAYjeIZXeHMS58V5dz7mrStOPnMEf+B8/gCmIY8h</latexit>

x̂0

<latexit sha1_base64="hpnySaJh+/CAhHti5mNvHw101yA=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkVI9FLx4r2A9oQ9lsN83S3U3Y3Qgl9C948aCIV/+QN/+NmzYHbX0w8Hhvhpl5QcKZNq777ZQ2Nre2d8q7lb39g8Oj6vFJV8epIrRDYh6rfoA15UzSjmGG036iKBYBp71gepf7vSeqNIvlo5kl1Bd4IlnICDa5NEwiNqrW3Lq7AFonXkFqUKA9qn4NxzFJBZWGcKz1wHMT42dYGUY4nVeGqaYJJlM8oQNLJRZU+9ni1jm6sMoYhbGyJQ1aqL8nMiy0nonAdgpsIr3q5eJ/3iA14Y2fMZmkhkqyXBSmHJkY5Y+jMVOUGD6zBBPF7K2IRFhhYmw8FRuCt/ryOule1b1mvfHQqLVuizjKcAbncAkeXEML7qENHSAQwTO8wpsjnBfn3flYtpacYuYU/sD5/AEWdo5I</latexit>

�

<latexit sha1_base64="zKFJCZFgcvU0b7fwifRXp/1Pt4M=">AAAB73icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9mVoh6LvXgRKtgPaJeSTbNtaJJdk6xQlv4JLx4U8erf8ea/Md3uQVsfDDzem2FmXhBzpo3rfjuFtfWNza3idmlnd2//oHx41NZRoghtkYhHqhtgTTmTtGWY4bQbK4pFwGknmDTmfueJKs0i+WCmMfUFHkkWMoKNlbppXwnUuJsNyhW36mZAq8TLSQVyNAflr/4wIomg0hCOte55bmz8FCvDCKezUj/RNMZkgke0Z6nEgmo/ze6doTOrDFEYKVvSoEz9PZFiofVUBLZTYDPWy95c/M/rJSa89lMm48RQSRaLwoQjE6H582jIFCWGTy3BRDF7KyJjrDAxNqKSDcFbfnmVtC+q3mW1dl+r1G/yOIpwAqdwDh5cQR1uoQktIMDhGV7hzXl0Xpx352PRWnDymWP4A+fzB6Cqj7Y=</latexit>

CM

<latexit sha1_base64="TK0E4M2dNFLYO+rBMIrg0B885Ho=">AAAB8nicbVDLSgMxFL3js9ZX1aWbYBFdlRkp6rLoxp0V7AOmQ8mkmTY0kwxJRihDP8ONC0Xc+jXu/Bsz7Sy09UDgcM695NwTJpxp47rfzsrq2vrGZmmrvL2zu7dfOThsa5kqQltEcqm6IdaUM0FbhhlOu4miOA457YTj29zvPFGlmRSPZpLQIMZDwSJGsLGS34uxGRHM0f1Zv1J1a+4MaJl4BalCgWa/8tUbSJLGVBjCsda+5yYmyLAyjHA6LfdSTRNMxnhIfUsFjqkOslnkKTq1ygBFUtknDJqpvzcyHGs9iUM7mUfUi14u/uf5qYmug4yJJDVUkPlHUcqRkSi/Hw2YosTwiSWYKGazIjLCChNjWyrbErzFk5dJ+6LmXdbqD/Vq46aoowTHcALn4MEVNOAOmtACAhKe4RXeHOO8OO/Ox3x0xSl2juAPnM8fe3mQvQ==</latexit>

O0

<latexit sha1_base64="ewDXALEmqnRDMxlpjdYfO2t7Sq8=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKUI9BLx4jmAckS5idzCZj5rHMzAphyT948aCIV//Hm3/jJNmDJhY0FFXddHdFCWfG+v63V1hb39jcKm6Xdnb39g/Kh0cto1JNaJMornQnwoZyJmnTMstpJ9EUi4jTdjS+nfntJ6oNU/LBThIaCjyULGYEWye1eoYNBe6XK37VnwOtkiAnFcjR6Je/egNFUkGlJRwb0w38xIYZ1pYRTqelXmpogskYD2nXUYkFNWE2v3aKzpwyQLHSrqRFc/X3RIaFMRMRuU6B7cgsezPxP6+b2vg6zJhMUkslWSyKU46sQrPX0YBpSiyfOIKJZu5WREZYY2JdQCUXQrD88ippXVSDy2rtvlap3+RxFOEETuEcAriCOtxBA5pA4BGe4RXePOW9eO/ex6K14OUzx/AH3ucPn02PLA==</latexit>�

Indicación: Recuerde que para superficies se tiene dm = σdA donde σ es la densidad

superficial y dA es el infinitésimo de área. En coordenadas polares se tiene dA = rdrdθ.
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Fórmulas útiles:

La matriz de inercia es con respecto a un punto O′ solidario al sólido constituido por N

part́ıculas:

IO′ ≡
N∑
i=1

mi

(
||~ri′ ||2 I− ~ri′ ~ri′ t

)
. (1)

En el caso de un sólido continuo:

IO′ ≡
∫
dm
(
||~r ′||2 I− ~r ′ ~r ′ t

)
. (2)

El teorema de Steiner es:

IO′ = ICM +Mtot

[
||~r ′

CM||2I− ~r ′
CM~r

′t
CM

]
. (3)

Recuerde que ~LO = ~LCM
O + ~LCM, donde

~LCM
O = M~rCM × ~vCM, ~LCM = ICM

~Ω. (4)

Además la enerǵıa cinética es:

K =
1

2
M~v 2

CM +
1

2
~Ω tICM

~Ω. (5)

Si O = P es un punto fijo del sólido:

~LP = IP~Ω, (6)

y la enerǵıa cinética es:

K =
1

2
~Ω tIP ~Ω. (7)

La ecuación de Euler-Lagrange para la coordenada generalizada xi a partir del Lagrangiano

L = K − U :
d

dt

(
∂L

∂ẋi

)
−
(
∂L

∂xi

)
= 0 . (8)
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Solución P1: (a) Las posiciones son: ~r1 = L sin θ1ı̂ − L cos θ1̂ y ~r2 = (sin θ1 +

sin θ2)̂ı − L(cos θ1 + cos θ2)̂. Luego, las velocidades son ~v1 = Lθ̇1 cos θ1ı̂ + L θ̇1 sin θ1̂ y

~v2 = L(θ̇1 cos θ1 + θ̇2 cos θ2)̂ı+L(θ̇1 sin θ1 + θ̇2 sin θ2)̂. Además K = 1
2
m~v 2

1 + 1
2
m~v 2

2 . Luego

K = mL2θ̇21 + 1
2
mL2θ̇22 +mL2 cos(θ1 − θ2)θ̇1θ̇2. Además U = −2mgL cos θ1 +mgL cos θ2.

Luego L = K − U . (b) Las ecuaciones de E-L son: 2θ̈1 + cos(θ1 − θ2)θ̈2 + sin(θ1 −
θ2)θ̇

2
2 + 2 g

L
sin θ1 = 0, y θ̈2 + cos(θ1 − θ2)θ̈1 − sin(θ1 − θ2)θ̇21 + g

L
sin θ2 = 0. (c) Usando

θ1 � 1 y θ2 � 1 obtenemos 2θ̈1 + θ̈2 + 2 g
L
θ1 = 0 y θ̈2 + θ̈1 + g

L
θ2 = 0. (d) Combinando:

θ̈1 + 2 g
L
θ1 − g

L
θ2 = 0, y θ̈2 − 2 g

L
θ1 + 2 g

L
θ2 = 0. Sigue que Ω2 = g

L

(
2 −1
−2 1

)
de donde:

ω2
1 = (2−

√
2) g

L
y ω2

2 = (2 +
√

2) g
L

.

Solución P2: (a) Usando la fórmula de la matriz de inercia es directo encontrar:

IO′ = m2
L2

4

 1 0 0

0 0 0

0 0 1

+m1L
2

 1 0 0

0 0 0

0 0 1

 =
(m2

4
+m1

)
L2

 1 0 0

0 0 0

0 0 1

 . (9)

(b) El momento angular del péndulo c/r al punto fijo O′ = O es ~LO = IO′(φ̇ẑ) =(
m2

4
+m1

)
L2φ̇ẑ. (c) El torque c/r aO es ~τO = L

2
ρ̂×~m2g+Lρ̂×~m1g = −gL

(
m2

2
+m1

)
sinφẑ.

Usando d
dt
~LO = ~τO encontramos φ̈+ g

L

(
4m1+2m2

4m1+m2

)
sinφ = 0. Sigue que ω2 = g

L

(
4m1+2m2

4m1+m2

)
.

(d) L = K−U = 1
2
(φ̇ẑ)tIO′(φ̇ẑ)+Lg

(
m2

2
+m1

)
cosφ = 1

2

(
m2

4
+m1

)
L2φ̇2+Lg

(
m2

2
+m1

)
cosφ.

De la ecuación de E-L es directo recobrar (c).

Solución P3: (a) M =
∫
dm =

∫ 2π

π

∫ R
0
σrdrdθ = σ × π × 1

2
R2 = 1

2
πσR2. (b) ~rCM =

1
M

∫ 2π

π

∫ R
0
σr(r~r)drdθ = 1

M

∫ 2π

π

∫ R
0
σr2(cos θx̂′ + sin θŷ′)drdθ = ŷ′σ

M
× (−2) × 1

3
R3. Luego

~rCM = − 4
3π
Rŷ′. (c) La matriz de inercia del sólido c/r a O′ es:

IO′ =

∫ 2π

π

∫ R

0

σ

 y2 + z2 −xy −xz
−xy x2 + z2 −yz
−xz −yz x2 + y2

 rdrdθ. (10)

Usando x = r cos θ, y = sin θ y z = 0 la componente zz es IzzO′ =
∫ 2π

π

∫ R
0
σr3drdθ =

1
2
MR2. (d) Usando Steiner: ICM = IO′ − M(||~rCM||2I − ~rCM~r

t
CM). Usando parte (b)

IzzCM = 1
2
MR2−M ||~rCM||2 = (1

2
− 16

9π2 )MR2. (e) Fijemos el origen O en el punto donde el

sólido está en contacto con el suelo cuando θ = 0. Luego, la posición del CM c/r a O es

~rCM = −Rφx̂+Rŷ + 4
3π
Rρ̂. Entonces ~vCM = −Rφ̇x̂+ 4

3π
Rφ̇φ̂. Luego, K = 1

2
M(−Rφ̇x̂+

4
3π
Rŷ′φ̇φ̂)2+ 1

2
IzzCMφ̇

2 = 1
2
M(3

2
− 8

3π
cosφ)R2φ̇2. Además U = mg~rCM·ŷ = mgR(1− 4

3π
cos θ).
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