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P1: Un punto P se mueve en una trayectoria que, descrita
en coordenadas cilindricas, satisface z(t) = p(t), dz/¢ = Ry
¢ = wt. Se trata de una trayectoria apoyada en una super-
ficie cénica, como lo indica la figura. Para t = 0 se cumple
z=0.

(a) Usando coordenadas cilindricas, escriba los vectores posicién

y velocidad para un tiempo cualquiera.

(b) Obtenga el vector # tangente a la trayectoria y el radio de
curvatura asociados a cada punto de la trayectoria.

P2: Una masa m es tirada por una cuerda ideal que es recogida a <'U_O l g’
una velocidad constante vy pasando por el extremo superior de una

barra vertical de altura H, como muestra la figura. La particula H

desliza sobre una superficie horizontal, la que ejerce una fuerza ' m
horizontal F, 'z que se opone al movimiento y que es proporcional a la N

normal que ejerce el suelo sobre la particula. Es decir Fr = p||N||i.

(a) Demuestre que la magnitud de la aceleracién horizontal de
la masa es inversamente proporcional al cubo de su distancia a la
barra. Determine la constante de proporcionalidad.

(b) Encuentre la distancia a la barra en que la particula se separa de la superficie horizontal.

P3: Considere una particula de masa m que puede deslizar sin
roce sobre un cascarén semi-esférico hueco de radio R. La particula
se encuentra atada a una cuerda ideal que penetra hacia el interior
del cascarén por su punto més alto P, como muestra la figura.
(a) Si el extremo @ de la cuerda se mantiene fijo tal que el dngulo
cenital de la particula se mantiene siempre en 6 = 60°, determine
la maxima rapidez vy que la particula puede tener, tal que ella
describa un movimiento circular uniforme en torno al eje OP sin
separarse del cascarén.

(b) Si la particula tiene inicialmente una rapidez acimutal vy,
menor al valor determinado en (a), y el extremo @ de la cuerda es
tirado hacia abajo con rapidez vg, encuentre una expresién para la
fuerza normal que el cascarén ejerce sobre la particula en funcién de su angulo cenital 6.

Ayuda: Algunas relaciones cineméticas en coordenadas esféricas: (7= rr)

d 72 ¢ sin? 9)¢?

T = 7P+ rosin o + o, @ = (i — r? — r¢*sin® 0)7 + (rf + 270 — r¢® sinf cos 0)0 + ——— —(
rsin 6 dt

F=dpsin + 60, 6 — bcosbg — Or, (ﬁ = —¢(cos 00 + sin 67)
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(a) Para el largo de la hipotenusa tenemos la siguiente ecuacion L(t):
L(t) = Va2 + H?
derivando con respecto al tiempo y sabiendo ademés que L = —Vj se obtiene

oo TVWVETHT LV

xT T

derivando con respecto al tiempo el término de la derecha ya que es maés facil de manejar se llega a lo siguiente

. Lz — &L

JTZ—VO(T)

—‘/()I2+‘/()H2+‘/0I2
(E?’

&= —Vo( )

_ 2H2
con lo que & = 073
x
con una constante de proporcionalidad igual a —V7H?
(b) Haciendo el D.C.L correspondiente tenemos que
mE = Ny — T cos 6 (1)
N +Tsenf —mg =20 (2)

condicion de despegue N =0

despejamos la tensién de (1) T = —me yde (2) T = g
cos sen 6
igualando ambas ecuaciones llegamos a
Tg = tan 0,
Ty
con tanf, = —
‘/OQHS 1
4

)

reemplazando llegamos a z, = (
g



Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile
Departamento de Fisica

Mecéanica
Profesor de Catedra: Gonzalo Palma

Profesores auxs.: Sebastian Moya V. - Sebastian Cespedes C.
Pauta P3 C1

(a)Utilizaremos coordenadas esféricas

90 :Cte,éo :é():O
r=R7=i=0

7= Rf (1)
7= Résinbyo (2)

. . . 1 d . .
a:(-R&mﬁ@@f+(—R&mn%mﬁ%)9+ﬁga%£(R%aﬁ9@¢ (3)

Por la segunda ley de Newton tenemos lo siguiente
SF =mad

mad = N7 7T0A+mgsin9é — mg cos 07

(#) = —mR¢?sin® 6y = N — mg cos (4)

(é) = —mR¢?sin by cos By = mgsinfy — T (5)
2 d 2 7 a2 _

(¢) = m— (R ¢sin 90) =0 (6)

De (1) despejamos N
N = mgcos by — mR¢? sin® 6,
Condicién para que no se despegue N > 0, condicién maxima N = 0, entonces

mg cos By = mR}? sin? b, (7)

. gcosfy . gcos by
= ¢« =/ =——5 ., entonces para que no se separe ¢ <,/ ——s—

& Rsin? 6, bata d pare ¢ Rsin? 0,
Con lo que obtenemos la velocidad méaxima V. = Rsin 0oy = v Rg cos 6y
(b) Vo =Vob,r=R=7=7=0

Condicién para el movimiento de la cuerda inextensible de largo L

d
L—z+R9/%
. . —vQ
= 0=0=—=
0 VQ+R = R

=60=0

Reescribimos las ecuaciones de posicion, velocidad y aceleraciéon para este caso

7= R (8)
=R ((i)sin9q3 - VQHA) 9)
R
—V2 . . . d . .
>_ | Q@ _ pi2.s 2 A P2 a (o .2
a= < 7 R¢” sin 9>T+( R¢ 51n90089)9+ Renddi (R ¢ sin 9)¢ (10)



= Ahora las ecuaciones de movimiento quedan como sigue.

(7) = —m (Vé + R¢? sin? 9) = N —mgcosf (11)
R = g
(§) = —mR¢?*sinf cos = —T + mgsin 6 (12)
. d .
(¢) = pn (R2¢51n2 9) =0 (13)

Veamos que 170 = VOQAS = Rq'bo sin 0y
Vo
Rsin 6,

= o =

Ahora la ecuacién (13) integrada queda as{ Rzgz'ﬁsin2 # = K, evaluando las condiciones inciales

R%$sin? 0 = R?¢ sin® 0,

d-) W sin? 6,
"~ Rsinfsin’ 6
. Vysinby
= =
¢ Rsin’6

Despejando en (11) la N =

= VG VE [sinf\’
_ 0 _ Q 0 0
:>N—m<gc%9 <R+R<Sin9>
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P1: En el plano XY una particula P comienza su movimiento en el origen y se mueve siempre con rapidez vg
siguiendo una trayectoria tal que la velocidad de P forma un dngulo 6(t) con el eje X.

(a) Suponga que 6(t) = wt y demuestre que la trayectoria es una circunferencia. Determine el radio de ella.

(b) Esta vez suponga que 0(t) = at?. Demuestre que en cada instante el producto de la longitud recorrida s(t) por
el radio de curvatura p.(t) es una constante C. Determine C.

(c) Haga un dibujo (un bosquejo) de la forma de la trayectoria de P obtenida en el caso (b) y determine el valor
del radio de curvatura de la trayectoria cuando la coordenada Y de P alcanza su maximo valor.

P2: Una particula de masa m se mueve sin roce sobre la superfi-
cie externa de un cono de dngulo « (ver figura). La particula estd
unida a una cuerda que pasa por un orificio en el vértice del cono,
de donde es recogida con velocidad constante vy, tal como se indica
en la figura. Inicialmente, la particula estd a una distancia L del
vértice del cono y gira con velocidad angular wy con respecto al eje del
cono.

(a) Determine la distancia al vértice en que la particula se despega de la
superficie del cono.

(b) Calcule la tensién de la cuerda en ese instante.

P3: Dos particulas de masa m estdn unidas a una barra inextensible
sin masa de largo 2d, tal como indica la figura. La barra puede rotar

libremente con respecto a una rétula fija a la pared. Inicialmente, el d
sistema es soltado desde la posicién vertical, con las masas arriba de la m
rétula.
. . Lo d m
(a) Encuentre la velocidad angular del sistema en funcién del dngulo que

forma con la vertical.

(b) Calcule la fuerza que ejerce la rétula sobre la barra cuando ésta pasa g l
por la posicién horizontal.
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P1: Un funicular de masa m desciende desde el g l
extremo superior de un plano inclinado de largo L A

(punto A en la figura) hasta su extremo inferior

(punto B). El plano forma un édngulo S con la

horizontal. Debido a la accibn de un motor, Ila

posicién del funicular estd dada por z(t) = Lsin (Z%)

donde T es una constante conocida y t = 0 corre-

sponde al momento inicial cuando el funicular estd en

A.

B

(a) Encuentre el trabajo total realizado sobre el funicular
desde A a B.

(b) Si ademés del peso, la normal, y la fuerza del motor, también actiia una fuerza de roce viscoso, —ct/, donde ¢
es una constante positiva conocida, encuentre el trabajo realizado por la fuerza de roce viscoso.

(c) Determine el trabajo realizado por el motor.

P2: Un anillo de masa m puede deslizar sin roce por un alambre dado
por y = x2/xg (ver figura). El anillo estd unido a un resorte ideal de "y ry
constante k, largo natural cero, y sujeto al punto O. Ademads de la fuerza
del resorte Fr y de la fuerza ejercida por el alambre F 'a, sobre el anillo

m

actia una fuerza externa

=3 k N 31’0 R
Fp = — 2000 . 1
B= <xy:v+ 1 yy) (1)

(a) Identifique cudles de estas fuerzas realizan trabajo. Justifique su

respuesta.

(b) Encuentre el trabajo total que se realiza sobre el anillo cuando éste
se mueve desde x = xg hasta x = Axg, con \ arbitrario.

(¢) Encuentre todos los puntos en que el anillo posee la misma rapidez
que la que tiene al pasar por el punto x = xg.

P3: Una particula de masa m estd restringida a deslizar sobre la su-
perficie de un cono de angulo «. Esta permanece unida al vértice del
cono a través de un resorte de constante k y de largo natural ¢ tal
como indica la figura. La particula también estd sometida a la fuerza
de gravedad.

(a) Determine el Lagrangiano L = K — U del sistema en funcién de r,
T, Oy (;5 donde r es la distancia de la particula al eje del cono, y ¢ es el
dngulo relativo al eje = (ver figura).

(b) Deduzca las dos ecuaciones de Eiiler-Lagrange relacionadas con r y
¢. Reduzca las ecuaciones a una sola ecuacién para r.

(c) Integre la ecuacién obtenida en la parte (b) una vez, y deduzca a
partir de este resultado que F = K + U es constante.
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FI-2001 Mecdnica - Seccion-6

Prof. Gonzalo A. Palma.

Aux’s: Jonathan Monsalve & Fabian Sepulveda
FCFM, Universidad de Chile

P1: Una particula de masa m desliza por una pared vertical em-
pujada por un resorte de constante elastica k.
estd fijo en el punto O, tal como lo muestra la figura. La distan-
cia entre O y la pared es b (distancia OA) y el largo natural del

El otro extremo

resorte es £y = 2b. Entre la particula y la pared existe un roce
caracterizado por el coeficiente p (cinético y estético). Considere que

k =2mg/b.

(a) {Qué condicién debe cumplir p tal que al dejar la particula en reposo
en el punto A, ésta comience a descender?

(b) Si p cumple la condicién de (a) y la particula es liberada desde el
reposo en el punto A, determine la magnitud de la normal que la pared
ejerce sobre la particula en funcién del angulo «. Indique el dngulo « en
que la particula se separa de la pared.

Control 2
Miércoles 6 de mayo, 2015
Tiempo: 3horas

gI k7€0

lo = 2b m

[T

(c) Para el caso (b), determine la energia cinética de la particula en el instante en que ella se separa de la pared.

P2: Una vara ideal de largo R puede girar libremente en
torno a su extremo P mientras en su otro extremo tiene una
particula de masa m.  Esta tultima estd ligada mediante un re-
sorte ideal a un punto fijo @ ubicado a una distancia 2R a la
derecha de P.
vertical.

Todo el sistema se encuentra en un mismo plano

(a) Determine el largo natural del resorte £y, si se observa que ¢; = 90°
es un equilibrio del sistema.

(b) Determinar la constante eldstica del resorte, k, si 03 = 60° es también
un equilibrio.

(c) Determine los tipos de equilibrio en 6y y 2. Para el equilibrio estable
determine la frecuencia de pequenas oscilaciones en torno a él.

(d) Indique si espera que exista uno o més equilibrios adicionales en el sistema, senialando su ubicacién aproximada
y tipo. Justifique claramente su respuesta con argumentos fisicos y/o mateméticos.

Indicacion: Considere que la fuerza ejercida por la vara tiene siempre la direccién de ésta. Datos del problema: g,

R, m. Considere que V5~ 2.2 y V3~ 1.7.

P3: Considere un alambre que describe una curva parabdlica

del tipo y = ax? en un plano vertical.

Un anillo de masa
m desliza con roce despreciable por el alambre, unido a un re-
sorte de largo £y y constante eldstica k. El otro extremo del re-
sorte se encuentra atado a un punto fijo localizado a una distan-
cia D del punto (0,0) del sistema de coordenadas (x,y) (ver figura).

Asuma a =1/ly y D = 2¢.

(a) Si el anillo se encuentra inicialmente en el punto més bajo de la
parabola, determine la velocidad vy con que se le debe impulsar para
que alcance una altura D sobre la posicién inicial.

(b) Demuestre que el punto (0,0) es un punto de equilibrio estable.

(c) Determine el periodo de las pequenas oscilaciones del anillo alrededor del punto de equilibrio.
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FI-2001 Mecénica - Seccién-3

Prof. Gonzalo A. Palma.

Aux’s: Ernesto Berrios y Tomés Miiller
FCFM, Universidad de Chile

Control 3
Miércoles 11 de junio, 2014
Tiempo: 3horas

P1: Dos particulas de masa m estdn confinadas a moverse 1 5 o 2
a lo largo de un alambre curvo descrito~por la ecuacién y= 13 (7’ = L / 4)
y(z) = (z® — L?/4)?/L%. Estas permanecen comunicadas por : 4

medio de un resorte de largo natural L y constante eldstica

k, tal como lo muestra la figura. Se cumple que m =
kL/3g.

(a) Encuentre las ecuaciones de movimiento de pequefias oscila-
ciones, en torno a los puntos de equilibrio x4 = £L/2.

(b) Determine los modos normales, junto con sus frecuencias.
Bosqueje el movimiento del sistema representado por cada modo
normal.

(c) Si en tiempo t = 0 la primera particula estd en reposo en .

xr1 = —L/2 y la segunda cumple @5 = vy en x9 = +L/2, determine el tiempo T minimo que le toma al sistema.
llegar a una configuracién donde la segunda particula se detiene en z3 = /2, mientras que la primera particula
oscila en torno a x; = —L/2).

-y
P2: Una cufia de dngulo o respecto de la horizon- T« O
tal se ubica sobre una plataforma que rota con veloci- k)
dad angular constante € respecto de un eje vertical que

pasa por un punto P, como muestra la figura. Una
particula de masa m es liberada sobre la cufia partiendo
su movimiento desde el reposo relativo a la cufia y su
movimiento es descrito con respecto al sistema mévil 8§/ =
{#',9',%'} indicado en la figura, cuyo origen se ubica en

la posicién inicial de la particula sobre la cufia. Con-
sidere en este problema que pueden despreciarse todas
las fuerzas inerciales excepto la fuerza de Coriolis.  Se
pide:

(a) Escribir la ecuacién de movimiento de la particula en sus

3-componentes z’, ¥/, 2’ del sistema de referencia mévil.

(b) Resolver las ecuaciones, encontrando z’(t) e y/(t). Ver indicacién de més abajo.

(c) Esquematizar la trayectoria de la particula sobre la cufia. Determinar el méximo descenso v la méxima rapidez
(relativa) de la particula en su movimiento.

x
Indicacion: La ecuacién diferencial i = A — wiil, con A y wy constantes, tiene por solucién general:

A
u(t) = w_gt + C1 cos(wot) + Cy sin(wot) + Cs,

donde las constantes C1, Cy y C; se determinan segin las condiciones iniciales: u(0), @(0), 4(0). Ademés, recuerde
que en un sistema no inercial 8’ se cumple: '

md”zﬁ—mﬁ—mﬁx(ﬁxf’)—Qmﬁxﬁ’—mﬁxf’.

donde £ es la posicién del origen @, 1 es la velocidad angular de la triada S/, y F es la fuerza constatada en un
sistema inicial S.



P3: Un aro de radio R y masa despreciable tiene cuatro particulas puntuales, todas de masa m, fijas en extremos
opuestas del aro, tal como lo muestra la figura (a). Dicho aro se encuentra en equilibrio apoyado en el borde de una
mesa (figura (b)). En t = 0, y debido a una pequeila perturbacién, el aro empieza a caer girando sobre el borde de
la mesa. Determine:

(a) El tensor de inercia en el sistema S’ solidario al aro, indicado en la figura (a).

(b) La velocidad angular 6 en funcién del dngulo 6.

(c) La magnitud de la fuerza que se ejerce sobre el aro en el punto de apoyo, en funcién de 6.

(d) Si se comprueba experimentalmente que el aro empieza a deslizar sobre el borde de la mesa justo cuando
# = 30°, determine cuanto vale el coeficiente de roce estético entre el aro y el borde de la mesa.

(@)
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FI-2001 Mecéanica - Seccién-6 Control 3
Prof. Gonzalo A. Palma. Miércoles 29 de julio, 2015
Aux’s: Jonathan Monsalve & Fabian Septlveda Tiempo: 3horas
FCFM, Universidad de Chile

P1: Daos particulas de masa m, unidas por un resorte de constante elastica k y
largo natural v/2L, pueden deslizar sin roce a lo largo de dos rieles, uno vertical
v ¢l otro horizontal. La masa sobre le riel horizontal estd unida al origen O
(donde se cruzan los rieles) mediante un resorte de constante eldstica k y largo
natural L.

(a) (1.0) Determine la forma del Lagrangiano del sistema. Utsilice como coor-
denadas la posicidn = de la masa sobre el riel horizontal, y la posicién y de la
masa sobre el riel vertical, ambas con respecto al origen O.

(b) (1.0) Determine las configuraciones de equilibrio del sistema, indicando si
estas son estables o inestables.

{(¢) (2.0) Determing la forma apropiada del Lagrangiano para describir pequetias
oscilaciones en tornoe a la configuracién de equilibrio estable.

(d) (1.0) Deduzca las ecuaciones de movimiento a partir del Lagrangiano en-
contrado en la parte (¢). Exprese su resultado de forma vectorial, y determine
la matriz de frecuencias del sistema.

(e} (0.5) Encuentre las frecuencias propias de los modos de oscilacion del sis-
tema.

(f) {0.5) Encuentre los auto-vectores de la matriz de frecuencia, y a partir de estos, bosqueje el tipo de movimiento
asociado a cada modo.

P2: Una rueda de radio R gira con velocidad angular wy. Dicha
rueda mantiene un pistén en movimiento a lo largo del eje hori-
zontal a través de una barra de largo £ >» R, 1al como lo muestra
la. figura. El pistén se mantiene conectado a otro piston de masa
m, también confinado a la horizontal, mediante un resorte de con-
stante eldstica k y largo natural £. En ¢ = 0, el e¢je que unc la barra
con la rueda se encuentra en la posicién horizontal al lado derecho
del eje de rotacién de la rueda, el largo del resorte coincide con su
largo natural, ¥ la masa estd en reposo.

(a) (1.0) Encuentre una expresién para la posicién del pistén en funcién del tiempo x,(t) considerando-que £2> K.
(b) (1.5) Determine el Lagrangiano del sistema (utilice como coordenada la distancia z de la particula al eje de
rotacién de la rueda. (c) (2.0) Deduzca la ecuacién de movimiento y encuentre la solucién del sistema. (d) (1.5)
Determine la forma de la solucién en el limite &/m — wj.

P3: Una particula P de masa m estd unida a un resorte de constante eldstica k y largo &
natural d. La particula desliza sin roce a lo largo de un riel AB, perpendicular a la YA B
recta, @C de largo L que pasa por el origen. Tanto QOC como AB rotan con velocidad
angular uniforme Q1 como lo indica la figura. Elija un sistema de referencia no inercial QO
5’ tal que el cje o/, contenga a OC, para obtener el movimiento de la particula P.

(a) (1.5) Dé una expresién a cada una de las fuerzas que actiian sobre la particula en
el sistema 1o inercial (esto incluye las fuerzas tipicas de estos sistemas de referencia).
(b) (1.0) Distinga qué tipo de movimiento tiene la particula dependiendo del valor de
k/m — Q2
(¢) (1.0) Si k/m — Q? es positivo, ;Cudl es la posicién de equilibrio de la particula? E
(d) (1.5) Determine la fuerza que ejerce la barra AB sobre la particula en el plano
horizontal. >

(e) (1.0) Si la particula inicialmente tiene velocidad nula con respecto a la barra
AB y auna distancia e del punto de equilibrio (de modo que el resorte estd estirado),
determine la posicion de la particula en funcién de la velocidad en el sistema no inercial.
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FI-2001 Mecinica - Seccién-3 Examen
Prol. Gonzalo A. Palma. . o

Aux’s: Ernesto Berrios ¥y Tomas Miiller Raerned 1'Il‘.de Ju1'103,h2014
FCFM, Universidad de Chile rep PO ORES

Pi: Desde un péndulo de muasa s y largo L se sujeta
otro péuddulo  exactamente igual de modo “que ambox  pueden
oscilar  libreniente, Si sus oscilaciones se  describen  respecto
a os dAngulos que cadn péncdulo forma con ln vertical, 8, y! 51
i

{a) Encuentre ¢l Lagrangiano del sistema en fiuncién de las coorde-

nadas 8, y 84, y velocidades & y 8;.

(b) Encuentre las ecuaciones de movimiento para 8 y 6. -

(¢} Encuentre las frecuencias propias del sistema y los modos nor-

males asaciados a éstas (incluya un hosquejo de los medos encontra-,

dos).

(d) Considere las siguicntes coundiciones iniciales: &(0) = 6:{0) =

8:(0) = 0 y 6,(0) = C. Demuestre que cle movimicento subsiguicnte

os tal e a intervalos regulares un péndnlo esta en reposo y ol otro

ostila con amplitud mixima,

P2: Una rueda de de radio R y masa Af gira con una velpcidad an-
gular & constante en torno a su cje de simetria. Por este gje pasa
una estructura rigide sin 1asa, en forma de T, de lados L y 2d, su-
jeta por dos abwazaderas en los puatoes fijos A y B (ver figura). Si
el sistema se suelta desde el reposo, en nua posicion nmy cercana a
ta vertieal (0 =~ 0). dejindolo caer por accidn de la gravedad, cal-
cule:

{a) La matriz de inercia de la rueda, modelandola coma una circun-
ferencin homogénen, cuya densidad de mnsa por unidad de longitud es
A=AM2r .

(b) La velocidad angular del cje # eu fimcidn del Angulo 4.

(c) El momento angular de la rueda con respecto al punto £ (punio
medio entre A y B).

(d) Las reacciones que ejercen las abrazaderas en los puntos A y B,
cu funcidn de 2.

P3: Parte 1: Considere un satélite terrestre que se nmeve e una brayectoria oliptica. en la cual su menor distancin
al centro de la Tierra es 2 (posicion 4}, En el momento cuande ¢l satehite estd pasando por el punto mas alejado
de su érbita (posicidn B) se encienden los inotores de modn de mmpentar bruscamente s rapidez hasta Hevarls a la
que tenin en la posicién 4. Si como resultado de esa accion el satelite quedn en una drhita parabolica, determine:
(a) La distancia del satélite al centro de la Tierra cuando se encucntra en la posicion B.

(b) El ammnento de cuergin cinética que fue necesnrio entregarle mediante ¢l encendido de Jus motores. para colocarlo
en orbita parnhdlica.

Parte 2: Un satélite de masa Af orbita la Tierra sobre ol Ecuador, e forma geoestacionaria (se wmantiene sicinpre
sobre el mismo punto). Determine el radio de la Srbitn (distaucia al centre de Ja Tierra). Indigue su respuesta en
funcién del radio de la Ticrra (Ry = G400Km), de la acclerncion gravitacional junto a b superficie (g = 10m/s°) ¥
del periodo de rotreion del planetn T* = 86400s.
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FI-2001 Mecénica - Seccién-1 Examen 1
Prof. Gonzalo A. Palma. Sabado 1 de septiembre, 2018
Aux’s: Javiera Carrasco & Nicolas Valdés Tiempo: 3 horas
FCFM, Universidad de Chile

P1: Una particula de masa m esta restringida a deslizar sobre la superficie de un cono de déngulo a.. Esta permanece
unida al vértice del cono a través de un resorte de constante k y de largo natural ¢ tal como indica la figura. La
particula también esta sometida a la fuerza de gravedad.

(a) Determine el Lagrangiano L = K — U del sistema en funcién de r, 7, ¢ y ¢ donde 7 es la distancia de la
particula al eje del cono, y ¢ es el dngulo relativo al eje x (ver figura).

(b) Deduzca las dos ecuaciones de Eiiler-Lagrange relacionadas con r y ¢. Reduzca las ecuaciones a una sola
ecuacion para 7.

(c) Integre la ecuacién obtenida en la parte (b) una vez, y deduzca a partir de este resultado que E = K + U es
constante.

P2: El sistema de la figura tiene dos resortes de constante elastica k y largo natural D. El extremo izquierdo del
primer resorte esta sujeto a una pared y el otro extremo a un bloque de masa m. De este bloque surge una cuerda
ideal que pasa por una polea para luego bajar verticalmente hasta un segundo resorte idéntico al primero. A su
vez, este resorte esta conectado a un segundo bloque de masa m. Determine los modos de vibracién de este sistema.

P3: Considere un disco de radio R y masa M (homogéneamente distribuida) colocado en forma vertical. El sistema
puede girar con roce despreciable alrededor de un eje horizontal que pasa a una distancia R/2 del centro del disco
(punto O en la figura). Inicialmente, el disco se encuentra en reposo, sujeto a una cuerda fija al punto @ (ver
figura).

(a) Determine el tensor de inercia del disco con respecto al origen O.

(b) Calcule la tensién de la cuerda.

(c) En t = 0 se corta la cuerda. Determine una ecuacién de movimiento para el dngulo 6 que describe la posicién
del centro de masas con respecto al eje vertical.

(d) A partir del resultado anterior, obtenga una expresién para la velocidad angular 6 en funcién de 6. Determine
la velocidad angular maxima del disco.
(e) Recuerde que M j—;ﬁc M= Fﬂt(octX YA partir de esta ecuacién, obtenga una expresion para la fuerza que ejerce
el eje O sobre el disco, en funcion de 6.

Indicacion: Recuerde que el tensor de inercia de un disco con respecto a su centro de masas es una matriz diagonal

con componentes I, = Iy, = tMR?, I, = 1 MR?.



Solucion P3:
Después de cortar la cuerda, el momentum angular en torno al eje es:
Lp=1Ip-Q
donde ( = 26. El torque es
Tp = MgRcym X g
Tenemos Ry = (R/2)py § = peosf — Bsinf. Luego
7p = Mg(R/2)p x (pcosd — Osinf) = —Mg(R/2)sin 02.
Luego
IP0 + Mg(R/2)sind = 0.

Esto da
IP6 + Mg(R/2)sinf = 0.

Luego, dadas las condiciones iniciales:
IP0? = MgRcos®.

Ademas, tenemos

a2 = _—
M@Rmu:MgngF.
Esto da:
; R? A R A
F= —M24IPgsin99—M22Ichos€ﬁ—Mg(ﬁcosﬁ—95in9)



