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P1: Un punto P se mueve en una trayectoria que, descrita

en coordenadas ciĺındricas, satisface z(t) = ρ(t), dz/φ = R y

φ = ωt. Se trata de una trayectoria apoyada en una super-

ficie cónica, como lo indica la figura. Para t = 0 se cumple

z = 0.

(a) Usando coordenadas ciĺındricas, escriba los vectores posición

y velocidad para un tiempo cualquiera.

(b) Obtenga el vector t̂ tangente a la trayectoria y el radio de

curvatura asociados a cada punto de la trayectoria.

P2: Una masa m es tirada por una cuerda ideal que es recogida a

una velocidad constante v0 pasando por el extremo superior de una

barra vertical de altura H, como muestra la figura. La part́ıcula

desliza sobre una superficie horizontal, la que ejerce una fuerza

horizontal ~FR que se opone al movimiento y que es proporcional a la

normal que ejerce el suelo sobre la part́ıcula. Es decir ~FR = µ|| ~N ||̂ı.
(a) Demuestre que la magnitud de la aceleración horizontal de

la masa es inversamente proporcional al cubo de su distancia a la

barra. Determine la constante de proporcionalidad.

(b) Encuentre la distancia a la barra en que la part́ıcula se separa de la superficie horizontal.

P3: Considere una part́ıcula de masa m que puede deslizar sin

roce sobre un cascarón semi-esférico hueco de radio R. La part́ıcula

se encuentra atada a una cuerda ideal que penetra hacia el interior

del cascarón por su punto más alto P , como muestra la figura.

(a) Si el extremo Q de la cuerda se mantiene fijo tal que el ángulo

cenital de la part́ıcula se mantiene siempre en θ = 60o, determine

la máxima rapidez v0 que la part́ıcula puede tener, tal que ella

describa un movimiento circular uniforme en torno al eje OP sin

separarse del cascarón.

(b) Si la part́ıcula tiene inicialmente una rapidez acimutal v1,

menor al valor determinado en (a), y el extremo Q de la cuerda es

tirado hacia abajo con rapidez vQ, encuentre una expresión para la

fuerza normal que el cascarón ejerce sobre la part́ıcula en función de su ángulo cenital θ.

Ayuda: Algunas relaciones cinemáticas en coordenadas esféricas: (~r = rr̂)

~v = ṙr̂ + rφ̇ sin θφ̂+ rθ̇θ̂, ~a = (r̈ − rθ̇2 − rφ̇2 sin2 θ)r̂ + (rθ̈ + 2ṙθ̇ − rφ̇2 sin θ cos θ)θ̂ +
1

r sin θ

d

dt
(r2φ̇ sin2 θ)φ̂

˙̂r = φ̇φ̂ sin θ + θ̇θ̂,
˙̂
θ = φ̇ cos θφ̂− θ̇r̂, ˙̂

φ = −φ̇(cos θθ̂ + sin θr̂)
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(a) Para el largo de la hipotenusa tenemos la siguiente ecuacion L(t):

L(t) =
√
x2 +H2

derivando con respecto al tiempo y sabiendo además que L̇ = −V0 se obtiene

ẋ =
−V0
√
x2 +H2

x
=
−LV0
x

derivando con respecto al tiempo el término de la derecha ya que es más fácil de manejar se llega a lo siguiente

ẍ = −V0(
L̇x− ẋL

x2
)

ẍ = −V0(
−V0x2 + V0H

2 + V0x
2

x3
)

con lo que ẍ =
−V 2

0 H
2

x3

con una constante de proporcionalidad igual a −V 2
0 H

2

(b) Haciendo el D.C.L correspondiente tenemos que

mẍ = Nµ− T cos θ (1)

N + T sen θ −mg = 0 (2)

condición de despegue N = 0

despejamos la tensión de (1) T =
−mẍ
cos θ

y de (2) T =
mg

sen θ

igualando ambas ecuaciones llegamos a

−g
ẍ∗

= tan θ∗

con tan θ∗ =
H

x

reemplazando llegamos a x∗ = (
V 2
0 H

3

g
)

1
4

1
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(a)Utilizaremos coordenadas esféricas

θ0 = cte, θ̇0 = θ̈0 = 0
r = R, ṙ = r̈ = 0

~r = Rr̂ (1)

~v = Rφ̇ sin θ0φ̂ (2)

~a =
(
−Rφ̇2 sin2 θ0

)
r̂ +

(
−Rφ̇2 sin θ0 cos θ0

)
θ̂ +

1

R sin θ0

d

dt

(
R2φ̇ sin2 θ0

)
φ̂ (3)

Por la segunda ley de Newton tenemos lo siguiente

Σ~F = m~a

m~a = Nr̂ − T θ̂ +mg sin θθ̂ −mg cos θr̂

(r̂)⇒ −mRφ̇2 sin2 θ0 = N −mg cos θ0 (4)

(θ̂)⇒ −mRφ̇2 sin θ0 cos θ0 = mg sin θ0 − T (5)

(φ̂)⇒ m
d

dt

(
R2φ̇ sin2 θ0

)
= 0 (6)

De (1) despejamos N

N = mg cos θ0 −mRφ̇2 sin2 θ0

Condición para que no se despegue N > 0, condición máxima N = 0, entonces

mg cos θ0 = mRφ̇2∗ sin2 θ0 (7)

⇒ φ̇∗ =

√
g cos θ0

R sin2 θ0
, entonces para que no se separe φ̇ <

√
g cos θ0

R sin2 θ0

Con lo que obtenemos la velocidad máxima ~V∗ = R sin θ0φ̂∗ =
√
Rg cos θ0

(b) ~V0 = V0φ̂, r = R ⇒ ṙ = r̈ = 0

Condición para el movimiento de la cuerda inextensible de largo L

L = z +Rθ/
d

dt

0 = VQ +Rθ̇ ⇒ θ̇ =
−vQ
R

⇒ θ̈ = 0

Reescribimos las ecuaciones de posición, velocidad y aceleración para este caso

~r = Rr̂ (8)

~v = R

(
φ̇ sin θφ̂− VQ

R
θ̂

)
(9)

~a =

(
−V 2

Q

R
−Rφ̇2 sin2 θ

)
r̂ +

(
−Rφ̇2 sin θ cos θ

)
θ̂ +

1

R sin θ

d

dt

(
R2φ̇ sin2 θ

)
φ̂ (10)

1



⇒ Ahora las ecuaciones de movimiento quedan como sigue.

(r̂)⇒ −m

(
V 2
Q

R
+Rφ̇2 sin2 θ

)
= N −mg cos θ (11)

(θ̂)⇒ −mRφ̇2 sin θ cos θ = −T +mg sin θ (12)

(φ̂)⇒ d

dt

(
R2φ̇ sin2 θ

)
= 0 (13)

Veamos que ~V0 = V0φ̂ = Rφ̇0 sin θ0

⇒ φ̇0 =
V0

R sin θ0

Ahora la ecuación (13) integrada queda aśı R2φ̇ sin2 θ = K, evaluando las condiciones inciales

R2φ̇ sin2 θ = R2φ̇0 sin2 θ0

φ̇ =
V0 sin2 θ0

R sin θ0 sin2 θ

⇒ φ̇ =
V0 sin θ0

R sin2 θ

Despejando en (11) la ~N ⇒

⇒ ~N = m

(
g cos θ −

(
V 2
Q

R
+
V 2
0

R

(
sin θ0
sin θ

)2
))

2
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P1: En el plano XY una part́ıcula P comienza su movimiento en el origen y se mueve siempre con rapidez v0
siguiendo una trayectoria tal que la velocidad de P forma un ángulo θ(t) con el eje X.

(a) Suponga que θ(t) = ωt y demuestre que la trayectoria es una circunferencia. Determine el radio de ella.

(b) Esta vez suponga que θ(t) = αt2. Demuestre que en cada instante el producto de la longitud recorrida s(t) por

el radio de curvatura ρc(t) es una constante C. Determine C.

(c) Haga un dibujo (un bosquejo) de la forma de la trayectoria de P obtenida en el caso (b) y determine el valor

del radio de curvatura de la trayectoria cuando la coordenada Y de P alcanza su máximo valor.

P2: Una part́ıcula de masa m se mueve sin roce sobre la superfi-

cie externa de un cono de ángulo α (ver figura). La part́ıcula está

unida a una cuerda que pasa por un orificio en el vértice del cono,

de donde es recogida con velocidad constante v0, tal como se indica

en la figura. Inicialmente, la part́ıcula está a una distancia L del

vértice del cono y gira con velocidad angular ω0 con respecto al eje del

cono.

(a) Determine la distancia al vértice en que la part́ıcula se despega de la

superficie del cono.

(b) Calcule la tensión de la cuerda en ese instante.

P3: Dos part́ıculas de masa m están unidas a una barra inextensible

sin masa de largo 2d, tal como indica la figura. La barra puede rotar

libremente con respecto a una rótula fija a la pared. Inicialmente, el

sistema es soltado desde la posición vertical, con las masas arriba de la

rótula.

(a) Encuentre la velocidad angular del sistema en función del ángulo que

forma con la vertical.

(b) Calcule la fuerza que ejerce la rótula sobre la barra cuando ésta pasa

por la posición horizontal.























FI-2001 Mecánica - Sección-3

Prof. Gonzalo A. Palma.

Aux’s: Ernesto Berrios y Tomás Muller

FCFM, Universidad de Chile

Control 2
Miércoles 7 de mayo, 2014

Tiempo: 3horas

P1: Un funicular de masa m desciende desde el

extremo superior de un plano inclinado de largo L

(punto A en la figura) hasta su extremo inferior

(punto B). El plano forma un ángulo β con la

horizontal. Debido a la acción de un motor, la

posición del funicular está dada por x(t) = L sin
(
πt
2T

)
donde T es una constante conocida y t = 0 corre-

sponde al momento inicial cuando el funicular está en

A.

(a) Encuentre el trabajo total realizado sobre el funicular

desde A a B.

(b) Si además del peso, la normal, y la fuerza del motor, también actúa una fuerza de roce viscoso, −c~v, donde c

es una constante positiva conocida, encuentre el trabajo realizado por la fuerza de roce viscoso.

(c) Determine el trabajo realizado por el motor.

P2: Un anillo de masa m puede deslizar sin roce por un alambre dado

por y = x2/x0 (ver figura). El anillo está unido a un resorte ideal de

constante k, largo natural cero, y sujeto al punto O. Además de la fuerza

del resorte ~FR y de la fuerza ejercida por el alambre ~FA, sobre el anillo

actúa una fuerza externa

~FE =
k

x0

(
xyx̂+

3x0
4
yŷ

)
. (1)

(a) Identifique cuáles de estas fuerzas realizan trabajo. Justifique su

respuesta.

(b) Encuentre el trabajo total que se realiza sobre el anillo cuando éste

se mueve desde x = x0 hasta x = λx0, con λ arbitrario.

(c) Encuentre todos los puntos en que el anillo posee la misma rapidez

que la que tiene al pasar por el punto x = x0.

P3: Una part́ıcula de masa m está restringida a deslizar sobre la su-

perficie de un cono de ángulo α. Esta permanece unida al vértice del

cono a través de un resorte de constante k y de largo natural ` tal

como indica la figura. La part́ıcula también está sometida a la fuerza

de gravedad.

(a) Determine el Lagrangiano L = K − U del sistema en función de r,

ṙ, φ y φ̇ donde r es la distancia de la part́ıcula al eje del cono, y φ es el

ángulo relativo al eje x (ver figura).

(b) Deduzca las dos ecuaciones de Eüler-Lagrange relacionadas con r y

φ. Reduzca las ecuaciones a una sola ecuación para r.

(c) Integre la ecuación obtenida en la parte (b) una vez, y deduzca a

partir de este resultado que E = K + U es constante.
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m

µ

k, `0

b

g

A

`0 = 2b

O ↵

P1: Una part́ıcula de masa m desliza por una pared vertical em-

pujada por un resorte de constante elástica k. El otro extremo

está fijo en el punto O, tal como lo muestra la figura. La distan-

cia entre O y la pared es b (distancia OA) y el largo natural del

resorte es `0 = 2b. Entre la part́ıcula y la pared existe un roce

caracterizado por el coeficiente µ (cinético y estático). Considere que

k = 2mg/b.

(a) ¿Qué condición debe cumplir µ tal que al dejar la part́ıcula en reposo

en el punto A, ésta comience a descender?

(b) Si µ cumple la condición de (a) y la part́ıcula es liberada desde el

reposo en el punto A, determine la magnitud de la normal que la pared

ejerce sobre la part́ıcula en función del ángulo α. Indique el ángulo α en

que la part́ıcula se separa de la pared.

(c) Para el caso (b), determine la enerǵıa cinética de la part́ıcula en el instante en que ella se separa de la pared.

m
k, `0

g

✓

P Q

P2: Una vara ideal de largo R puede girar libremente en

torno a su extremo P mientras en su otro extremo tiene una

part́ıcula de masa m. Esta última está ligada mediante un re-

sorte ideal a un punto fijo Q ubicado a una distancia 2R a la

derecha de P . Todo el sistema se encuentra en un mismo plano

vertical.

(a) Determine el largo natural del resorte `0, si se observa que θ1 = 90◦

es un equilibrio del sistema.

(b) Determinar la constante elástica del resorte, k, si θ2 = 60◦ es también

un equilibrio.

(c) Determine los tipos de equilibrio en θ1 y θ2. Para el equilibrio estable

determine la frecuencia de pequeñas oscilaciones en torno a él.

(d) Indique si espera que exista uno o más equilibrios adicionales en el sistema, señalando su ubicación aproximada

y tipo. Justifique claramente su respuesta con argumentos f́ısicos y/o matemáticos.

Indicación: Considere que la fuerza ejercida por la vara tiene siempre la dirección de ésta. Datos del problema: g,

R, m. Considere que
√

5 ∼ 2.2 y
√

3 ∼ 1.7.

x

y y = ax2

m

g

k, `0D

P3: Considere un alambre que describe una curva parabólica

del tipo y = ax2 en un plano vertical. Un anillo de masa

m desliza con roce despreciable por el alambre, unido a un re-

sorte de largo `0 y constante elástica k. El otro extremo del re-

sorte se encuentra atado a un punto fijo localizado a una distan-

cia D del punto (0, 0) del sistema de coordenadas (x, y) (ver figura).

Asuma a = 1/`0 y D = 2`0.

(a) Si el anillo se encuentra inicialmente en el punto más bajo de la

parábola, determine la velocidad v0 con que se le debe impulsar para

que alcance una altura D sobre la posición inicial.

(b) Demuestre que el punto (0, 0) es un punto de equilibrio estable.

(c) Determine el periodo de las pequeñas oscilaciones del anillo alrededor del punto de equilibrio.
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P1: Una part́ıcula de masa m está restringida a deslizar sobre la superficie de un cono de ángulo α. Esta permanece

unida al vértice del cono a través de un resorte de constante k y de largo natural ` tal como indica la figura. La

part́ıcula también está sometida a la fuerza de gravedad.

(a) Determine el Lagrangiano L = K − U del sistema en función de r, ṙ, φ y φ̇ donde r es la distancia de la

part́ıcula al eje del cono, y φ es el ángulo relativo al eje x (ver figura).

(b) Deduzca las dos ecuaciones de Eüler-Lagrange relacionadas con r y φ. Reduzca las ecuaciones a una sola

ecuación para r.

(c) Integre la ecuación obtenida en la parte (b) una vez, y deduzca a partir de este resultado que E = K + U es

constante.

P2: El sistema de la figura tiene dos resortes de constante elástica k y largo natural D. El extremo izquierdo del

primer resorte está sujeto a una pared y el otro extremo a un bloque de masa m. De este bloque surge una cuerda

ideal que pasa por una polea para luego bajar verticalmente hasta un segundo resorte idéntico al primero. A su

vez, este resorte está conectado a un segundo bloque de masa m. Determine los modos de vibración de este sistema.

P3: Considere un disco de radio R y masa M (homogéneamente distribuida) colocado en forma vertical. El sistema

puede girar con roce despreciable alrededor de un eje horizontal que pasa a una distancia R/2 del centro del disco

(punto O en la figura). Inicialmente, el disco se encuentra en reposo, sujeto a una cuerda fija al punto Q (ver

figura).

(a) Determine el tensor de inercia del disco con respecto al origen O.

(b) Calcule la tensión de la cuerda.

(c) En t = 0 se corta la cuerda. Determine una ecuación de movimiento para el ángulo θ que describe la posición

del centro de masas con respecto al eje vertical.

(d) A partir del resultado anterior, obtenga una expresión para la velocidad angular θ̇ en función de θ. Determine

la velocidad angular máxima del disco.

(e) Recuerde que M d2

dt2
~RCM = ~F

(ext)
tot . A partir de esta ecuación, obtenga una expresión para la fuerza que ejerce

el eje O sobre el disco, en función de θ.

P1 P2 P3

m
<latexit sha1_base64="eR/rCDVPmMU7/YR/LH1GyUgY5mo=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmjIkuiW5cQiJIAhPSKXegoZ1O2o4JmfACujLqzkfyBXwbC85CwbP6es9pcs+NUsGN9f0vr7S2vrG5Vd6u7Ozu7R9UD486RmWaYZspoXQ3ogYFT7BtuRXYTTVSGQl8iCa3c//hEbXhKrm30xRDSUcJjzmj1o1aclCt+XV/IbIKQQE1KNQcVD/7Q8UyiYllghrTC/zUhjnVljOBs0o/M5hSNqEj7DlMqEQT5otFZ+QsVprYMZLF+3c2p9KYqYxcRlI7NsvefPif18tsfB3mPEkziwlzEefFmSBWkXlfMuQamRVTB5Rp7rYkbEw1ZdZdpeLqB8tlV6FzUQ/8etC6rDVuikOU4QRO4RwCuIIG3EET2sAA4Rne4N0bek/ei/f6Ey15xZ9j+CPv4xvKz4qG</latexit><latexit sha1_base64="eR/rCDVPmMU7/YR/LH1GyUgY5mo=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmjIkuiW5cQiJIAhPSKXegoZ1O2o4JmfACujLqzkfyBXwbC85CwbP6es9pcs+NUsGN9f0vr7S2vrG5Vd6u7Ozu7R9UD486RmWaYZspoXQ3ogYFT7BtuRXYTTVSGQl8iCa3c//hEbXhKrm30xRDSUcJjzmj1o1aclCt+XV/IbIKQQE1KNQcVD/7Q8UyiYllghrTC/zUhjnVljOBs0o/M5hSNqEj7DlMqEQT5otFZ+QsVprYMZLF+3c2p9KYqYxcRlI7NsvefPif18tsfB3mPEkziwlzEefFmSBWkXlfMuQamRVTB5Rp7rYkbEw1ZdZdpeLqB8tlV6FzUQ/8etC6rDVuikOU4QRO4RwCuIIG3EET2sAA4Rne4N0bek/ei/f6Ey15xZ9j+CPv4xvKz4qG</latexit><latexit sha1_base64="eR/rCDVPmMU7/YR/LH1GyUgY5mo=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmjIkuiW5cQiJIAhPSKXegoZ1O2o4JmfACujLqzkfyBXwbC85CwbP6es9pcs+NUsGN9f0vr7S2vrG5Vd6u7Ozu7R9UD486RmWaYZspoXQ3ogYFT7BtuRXYTTVSGQl8iCa3c//hEbXhKrm30xRDSUcJjzmj1o1aclCt+XV/IbIKQQE1KNQcVD/7Q8UyiYllghrTC/zUhjnVljOBs0o/M5hSNqEj7DlMqEQT5otFZ+QsVprYMZLF+3c2p9KYqYxcRlI7NsvefPif18tsfB3mPEkziwlzEefFmSBWkXlfMuQamRVTB5Rp7rYkbEw1ZdZdpeLqB8tlV6FzUQ/8etC6rDVuikOU4QRO4RwCuIIG3EET2sAA4Rne4N0bek/ei/f6Ey15xZ9j+CPv4xvKz4qG</latexit><latexit sha1_base64="eR/rCDVPmMU7/YR/LH1GyUgY5mo=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmjIkuiW5cQiJIAhPSKXegoZ1O2o4JmfACujLqzkfyBXwbC85CwbP6es9pcs+NUsGN9f0vr7S2vrG5Vd6u7Ozu7R9UD486RmWaYZspoXQ3ogYFT7BtuRXYTTVSGQl8iCa3c//hEbXhKrm30xRDSUcJjzmj1o1aclCt+XV/IbIKQQE1KNQcVD/7Q8UyiYllghrTC/zUhjnVljOBs0o/M5hSNqEj7DlMqEQT5otFZ+QsVprYMZLF+3c2p9KYqYxcRlI7NsvefPif18tsfB3mPEkziwlzEefFmSBWkXlfMuQamRVTB5Rp7rYkbEw1ZdZdpeLqB8tlV6FzUQ/8etC6rDVuikOU4QRO4RwCuIIG3EET2sAA4Rne4N0bek/ei/f6Ey15xZ9j+CPv4xvKz4qG</latexit>

m
<latexit sha1_base64="eR/rCDVPmMU7/YR/LH1GyUgY5mo=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmjIkuiW5cQiJIAhPSKXegoZ1O2o4JmfACujLqzkfyBXwbC85CwbP6es9pcs+NUsGN9f0vr7S2vrG5Vd6u7Ozu7R9UD486RmWaYZspoXQ3ogYFT7BtuRXYTTVSGQl8iCa3c//hEbXhKrm30xRDSUcJjzmj1o1aclCt+XV/IbIKQQE1KNQcVD/7Q8UyiYllghrTC/zUhjnVljOBs0o/M5hSNqEj7DlMqEQT5otFZ+QsVprYMZLF+3c2p9KYqYxcRlI7NsvefPif18tsfB3mPEkziwlzEefFmSBWkXlfMuQamRVTB5Rp7rYkbEw1ZdZdpeLqB8tlV6FzUQ/8etC6rDVuikOU4QRO4RwCuIIG3EET2sAA4Rne4N0bek/ei/f6Ey15xZ9j+CPv4xvKz4qG</latexit><latexit sha1_base64="eR/rCDVPmMU7/YR/LH1GyUgY5mo=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmjIkuiW5cQiJIAhPSKXegoZ1O2o4JmfACujLqzkfyBXwbC85CwbP6es9pcs+NUsGN9f0vr7S2vrG5Vd6u7Ozu7R9UD486RmWaYZspoXQ3ogYFT7BtuRXYTTVSGQl8iCa3c//hEbXhKrm30xRDSUcJjzmj1o1aclCt+XV/IbIKQQE1KNQcVD/7Q8UyiYllghrTC/zUhjnVljOBs0o/M5hSNqEj7DlMqEQT5otFZ+QsVprYMZLF+3c2p9KYqYxcRlI7NsvefPif18tsfB3mPEkziwlzEefFmSBWkXlfMuQamRVTB5Rp7rYkbEw1ZdZdpeLqB8tlV6FzUQ/8etC6rDVuikOU4QRO4RwCuIIG3EET2sAA4Rne4N0bek/ei/f6Ey15xZ9j+CPv4xvKz4qG</latexit><latexit sha1_base64="eR/rCDVPmMU7/YR/LH1GyUgY5mo=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmjIkuiW5cQiJIAhPSKXegoZ1O2o4JmfACujLqzkfyBXwbC85CwbP6es9pcs+NUsGN9f0vr7S2vrG5Vd6u7Ozu7R9UD486RmWaYZspoXQ3ogYFT7BtuRXYTTVSGQl8iCa3c//hEbXhKrm30xRDSUcJjzmj1o1aclCt+XV/IbIKQQE1KNQcVD/7Q8UyiYllghrTC/zUhjnVljOBs0o/M5hSNqEj7DlMqEQT5otFZ+QsVprYMZLF+3c2p9KYqYxcRlI7NsvefPif18tsfB3mPEkziwlzEefFmSBWkXlfMuQamRVTB5Rp7rYkbEw1ZdZdpeLqB8tlV6FzUQ/8etC6rDVuikOU4QRO4RwCuIIG3EET2sAA4Rne4N0bek/ei/f6Ey15xZ9j+CPv4xvKz4qG</latexit><latexit sha1_base64="eR/rCDVPmMU7/YR/LH1GyUgY5mo=">AAAB4nicbZDNTgIxFIXv4B/iH+rSTSMxcUVmjIkuiW5cQiJIAhPSKXegoZ1O2o4JmfACujLqzkfyBXwbC85CwbP6es9pcs+NUsGN9f0vr7S2vrG5Vd6u7Ozu7R9UD486RmWaYZspoXQ3ogYFT7BtuRXYTTVSGQl8iCa3c//hEbXhKrm30xRDSUcJjzmj1o1aclCt+XV/IbIKQQE1KNQcVD/7Q8UyiYllghrTC/zUhjnVljOBs0o/M5hSNqEj7DlMqEQT5otFZ+QsVprYMZLF+3c2p9KYqYxcRlI7NsvefPif18tsfB3mPEkziwlzEefFmSBWkXlfMuQamRVTB5Rp7rYkbEw1ZdZdpeLqB8tlV6FzUQ/8etC6rDVuikOU4QRO4RwCuIIG3EET2sAA4Rne4N0bek/ei/f6Ey15xZ9j+CPv4xvKz4qG</latexit>

k
<latexit sha1_base64="5cqeJBPSR8ec3p3M8i0agi2ZIXg=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21JoNqza27C7FV8AqoQaHmoPrZHyYiizAmobgxPc9Nyc+5JikUzir9zGDKxYSPsGcx5hEaP18sOmNnYaIZjZEt3r+zOY+MmUaBzUScxmbZmw//83oZhdd+LuM0I4yFjVgvzBSjhM37sqHUKEhNLXChpd2SiTHXXJC9SsXW95bLrkLnou65da91WWvcFIcowwmcwjl4cAUNuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pyij/H8EfOxzfH04qE</latexit><latexit sha1_base64="5cqeJBPSR8ec3p3M8i0agi2ZIXg=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21JoNqza27C7FV8AqoQaHmoPrZHyYiizAmobgxPc9Nyc+5JikUzir9zGDKxYSPsGcx5hEaP18sOmNnYaIZjZEt3r+zOY+MmUaBzUScxmbZmw//83oZhdd+LuM0I4yFjVgvzBSjhM37sqHUKEhNLXChpd2SiTHXXJC9SsXW95bLrkLnou65da91WWvcFIcowwmcwjl4cAUNuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pyij/H8EfOxzfH04qE</latexit><latexit sha1_base64="5cqeJBPSR8ec3p3M8i0agi2ZIXg=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21JoNqza27C7FV8AqoQaHmoPrZHyYiizAmobgxPc9Nyc+5JikUzir9zGDKxYSPsGcx5hEaP18sOmNnYaIZjZEt3r+zOY+MmUaBzUScxmbZmw//83oZhdd+LuM0I4yFjVgvzBSjhM37sqHUKEhNLXChpd2SiTHXXJC9SsXW95bLrkLnou65da91WWvcFIcowwmcwjl4cAUNuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pyij/H8EfOxzfH04qE</latexit><latexit sha1_base64="5cqeJBPSR8ec3p3M8i0agi2ZIXg=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21JoNqza27C7FV8AqoQaHmoPrZHyYiizAmobgxPc9Nyc+5JikUzir9zGDKxYSPsGcx5hEaP18sOmNnYaIZjZEt3r+zOY+MmUaBzUScxmbZmw//83oZhdd+LuM0I4yFjVgvzBSjhM37sqHUKEhNLXChpd2SiTHXXJC9SsXW95bLrkLnou65da91WWvcFIcowwmcwjl4cAUNuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pyij/H8EfOxzfH04qE</latexit>

k
<latexit sha1_base64="5cqeJBPSR8ec3p3M8i0agi2ZIXg=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21JoNqza27C7FV8AqoQaHmoPrZHyYiizAmobgxPc9Nyc+5JikUzir9zGDKxYSPsGcx5hEaP18sOmNnYaIZjZEt3r+zOY+MmUaBzUScxmbZmw//83oZhdd+LuM0I4yFjVgvzBSjhM37sqHUKEhNLXChpd2SiTHXXJC9SsXW95bLrkLnou65da91WWvcFIcowwmcwjl4cAUNuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pyij/H8EfOxzfH04qE</latexit><latexit sha1_base64="5cqeJBPSR8ec3p3M8i0agi2ZIXg=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21JoNqza27C7FV8AqoQaHmoPrZHyYiizAmobgxPc9Nyc+5JikUzir9zGDKxYSPsGcx5hEaP18sOmNnYaIZjZEt3r+zOY+MmUaBzUScxmbZmw//83oZhdd+LuM0I4yFjVgvzBSjhM37sqHUKEhNLXChpd2SiTHXXJC9SsXW95bLrkLnou65da91WWvcFIcowwmcwjl4cAUNuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pyij/H8EfOxzfH04qE</latexit><latexit sha1_base64="5cqeJBPSR8ec3p3M8i0agi2ZIXg=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21JoNqza27C7FV8AqoQaHmoPrZHyYiizAmobgxPc9Nyc+5JikUzir9zGDKxYSPsGcx5hEaP18sOmNnYaIZjZEt3r+zOY+MmUaBzUScxmbZmw//83oZhdd+LuM0I4yFjVgvzBSjhM37sqHUKEhNLXChpd2SiTHXXJC9SsXW95bLrkLnou65da91WWvcFIcowwmcwjl4cAUNuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pyij/H8EfOxzfH04qE</latexit><latexit sha1_base64="5cqeJBPSR8ec3p3M8i0agi2ZIXg=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21JoNqza27C7FV8AqoQaHmoPrZHyYiizAmobgxPc9Nyc+5JikUzir9zGDKxYSPsGcx5hEaP18sOmNnYaIZjZEt3r+zOY+MmUaBzUScxmbZmw//83oZhdd+LuM0I4yFjVgvzBSjhM37sqHUKEhNLXChpd2SiTHXXJC9SsXW95bLrkLnou65da91WWvcFIcowwmcwjl4cAUNuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pyij/H8EfOxzfH04qE</latexit>
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R
<latexit sha1_base64="6WNw3wyziwhLWHr3dy7B2bfIb0M=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXYOSRwIT0NDXQoeeR7hoTQvgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VHLJJkW2BSJSnQn4AaVjLFJkhR2Uo08ChS2g/Ht3G8/ojYyiR9okqIf8WEsQyk42VHjvl+uuFV3IbYKXg4VyFXvlz97g0RkEcYkFDem67kp+VOuSQqFs1IvM5hyMeZD7FqMeYTGny4WnbGzMNGMRsgW79/ZKY+MmUSBzUScRmbZmw//87oZhdf+VMZpRhgLG7FemClGCZv3ZQOpUZCaWOBCS7slEyOuuSB7lZKt7y2XXYXWRdVzq17jslK7yQ9RhBM4hXPw4ApqcAd1aIIAhGd4g3dn4Dw5L87rT7Tg5H+O4Y+cj2+ihYpr</latexit><latexit sha1_base64="6WNw3wyziwhLWHr3dy7B2bfIb0M=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXYOSRwIT0NDXQoeeR7hoTQvgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VHLJJkW2BSJSnQn4AaVjLFJkhR2Uo08ChS2g/Ht3G8/ojYyiR9okqIf8WEsQyk42VHjvl+uuFV3IbYKXg4VyFXvlz97g0RkEcYkFDem67kp+VOuSQqFs1IvM5hyMeZD7FqMeYTGny4WnbGzMNGMRsgW79/ZKY+MmUSBzUScRmbZmw//87oZhdf+VMZpRhgLG7FemClGCZv3ZQOpUZCaWOBCS7slEyOuuSB7lZKt7y2XXYXWRdVzq17jslK7yQ9RhBM4hXPw4ApqcAd1aIIAhGd4g3dn4Dw5L87rT7Tg5H+O4Y+cj2+ihYpr</latexit><latexit sha1_base64="6WNw3wyziwhLWHr3dy7B2bfIb0M=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXYOSRwIT0NDXQoeeR7hoTQvgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VHLJJkW2BSJSnQn4AaVjLFJkhR2Uo08ChS2g/Ht3G8/ojYyiR9okqIf8WEsQyk42VHjvl+uuFV3IbYKXg4VyFXvlz97g0RkEcYkFDem67kp+VOuSQqFs1IvM5hyMeZD7FqMeYTGny4WnbGzMNGMRsgW79/ZKY+MmUSBzUScRmbZmw//87oZhdf+VMZpRhgLG7FemClGCZv3ZQOpUZCaWOBCS7slEyOuuSB7lZKt7y2XXYXWRdVzq17jslK7yQ9RhBM4hXPw4ApqcAd1aIIAhGd4g3dn4Dw5L87rT7Tg5H+O4Y+cj2+ihYpr</latexit><latexit sha1_base64="6WNw3wyziwhLWHr3dy7B2bfIb0M=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXYOSRwIT0NDXQoeeR7hoTQvgBXRl15yf5A/6NDc5Cwbs6Xfd2UreCVElDrvvlFNbWNza3itulnd29/YPy4VHLJJkW2BSJSnQn4AaVjLFJkhR2Uo08ChS2g/Ht3G8/ojYyiR9okqIf8WEsQyk42VHjvl+uuFV3IbYKXg4VyFXvlz97g0RkEcYkFDem67kp+VOuSQqFs1IvM5hyMeZD7FqMeYTGny4WnbGzMNGMRsgW79/ZKY+MmUSBzUScRmbZmw//87oZhdf+VMZpRhgLG7FemClGCZv3ZQOpUZCaWOBCS7slEyOuuSB7lZKt7y2XXYXWRdVzq17jslK7yQ9RhBM4hXPw4ApqcAd1aIIAhGd4g3dn4Dw5L87rT7Tg5H+O4Y+cj2+ihYpr</latexit>

R/2
<latexit sha1_base64="fw7qwoI78qIrZO40M/YUDh7cd84=">AAAB5HicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrnCGmOiS6MYlXrgkMCGdcgYaOpe0HRMy4Q10ZdSdT+QL+DYWnIWC/+rr+f8m5z9+IoU2jvNFCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Cl41RxbPJYxqrjM41SRNg0wkjsJApZ6Ets++Prmd9+RKVFHD2YSYJeyIaRCARnxo7u785q/XLFqTpz0WVwc6hArka//NkbxDwNMTJcMq27rpMYL2PKCC5xWuqlGhPGx2yIXYsRC1F72XzVKT0JYkXNCOn8/TubsVDrSejbTMjMSC96s+F/Xjc1waWXiShJDUbcRqwXpJKamM4a04FQyI2cWGBcCbsl5SOmGDf2LiVb310suwytWtV1qu7teaV+lR+iCEdwDKfgwgXU4QYa0AQOQ3iGN3gnAXkiL+T1J1og+Z9D+CPy8Q1944rg</latexit><latexit sha1_base64="fw7qwoI78qIrZO40M/YUDh7cd84=">AAAB5HicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrnCGmOiS6MYlXrgkMCGdcgYaOpe0HRMy4Q10ZdSdT+QL+DYWnIWC/+rr+f8m5z9+IoU2jvNFCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Cl41RxbPJYxqrjM41SRNg0wkjsJApZ6Ets++Prmd9+RKVFHD2YSYJeyIaRCARnxo7u785q/XLFqTpz0WVwc6hArka//NkbxDwNMTJcMq27rpMYL2PKCC5xWuqlGhPGx2yIXYsRC1F72XzVKT0JYkXNCOn8/TubsVDrSejbTMjMSC96s+F/Xjc1waWXiShJDUbcRqwXpJKamM4a04FQyI2cWGBcCbsl5SOmGDf2LiVb310suwytWtV1qu7teaV+lR+iCEdwDKfgwgXU4QYa0AQOQ3iGN3gnAXkiL+T1J1og+Z9D+CPy8Q1944rg</latexit><latexit sha1_base64="fw7qwoI78qIrZO40M/YUDh7cd84=">AAAB5HicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrnCGmOiS6MYlXrgkMCGdcgYaOpe0HRMy4Q10ZdSdT+QL+DYWnIWC/+rr+f8m5z9+IoU2jvNFCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Cl41RxbPJYxqrjM41SRNg0wkjsJApZ6Ets++Prmd9+RKVFHD2YSYJeyIaRCARnxo7u785q/XLFqTpz0WVwc6hArka//NkbxDwNMTJcMq27rpMYL2PKCC5xWuqlGhPGx2yIXYsRC1F72XzVKT0JYkXNCOn8/TubsVDrSejbTMjMSC96s+F/Xjc1waWXiShJDUbcRqwXpJKamM4a04FQyI2cWGBcCbsl5SOmGDf2LiVb310suwytWtV1qu7teaV+lR+iCEdwDKfgwgXU4QYa0AQOQ3iGN3gnAXkiL+T1J1og+Z9D+CPy8Q1944rg</latexit><latexit sha1_base64="fw7qwoI78qIrZO40M/YUDh7cd84=">AAAB5HicbZDLTgIxFIZP8YZ4Q126aSQmrnCGmOiS6MYlXrgkMCGdcgYaOpe0HRMy4Q10ZdSdT+QL+DYWnIWC/+rr+f8m5z9+IoU2jvNFCiura+sbxc3S1vbO7l55/6Cl41RxbPJYxqrjM41SRNg0wkjsJApZ6Ets++Prmd9+RKVFHD2YSYJeyIaRCARnxo7u785q/XLFqTpz0WVwc6hArka//NkbxDwNMTJcMq27rpMYL2PKCC5xWuqlGhPGx2yIXYsRC1F72XzVKT0JYkXNCOn8/TubsVDrSejbTMjMSC96s+F/Xjc1waWXiShJDUbcRqwXpJKamM4a04FQyI2cWGBcCbsl5SOmGDf2LiVb310suwytWtV1qu7teaV+lR+iCEdwDKfgwgXU4QYa0AQOQ3iGN3gnAXkiL+T1J1og+Z9D+CPy8Q1944rg</latexit>
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O
<latexit sha1_base64="FeAQkfo8+LEpBbQirjvIejFUCbI=">AAAB63icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiQi6LLoxp0V7APbUCbTm3boTBJmJkIJ/Qpdibrzb/wB/8ZJzUJbz+rce86Fc26QCK6N6345pZXVtfWN8mZla3tnd6+6f9DWcaoYtlgsYtUNqEbBI2wZbgR2E4VUBgI7weQ61zuPqDSPo3szTdCXdBTxkDNq7OqhL6kZMyrI7aBac+vuHGSZeAWpQYHmoPrZH8YslRgZJqjWPc9NjJ9RZTgTOKv0U40JZRM6wp6lEZWo/WyeeEZOwlgRM0Yyn397Myq1nsrAevJselHLl/9pvdSEl37GoyQ1GDFrsVqYCmJikhcnQ66QGTG1hDLFbUrCxlRRZux7Kra+t1h2mbTP6p5b9+7Oa42r4hFlOIJjOAUPLqABN9CEFjCI4Bne4N2RzpPz4rz+WEtOcXMIf+B8fAP2gY4Y</latexit><latexit sha1_base64="FeAQkfo8+LEpBbQirjvIejFUCbI=">AAAB63icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiQi6LLoxp0V7APbUCbTm3boTBJmJkIJ/Qpdibrzb/wB/8ZJzUJbz+rce86Fc26QCK6N6345pZXVtfWN8mZla3tnd6+6f9DWcaoYtlgsYtUNqEbBI2wZbgR2E4VUBgI7weQ61zuPqDSPo3szTdCXdBTxkDNq7OqhL6kZMyrI7aBac+vuHGSZeAWpQYHmoPrZH8YslRgZJqjWPc9NjJ9RZTgTOKv0U40JZRM6wp6lEZWo/WyeeEZOwlgRM0Yyn397Myq1nsrAevJselHLl/9pvdSEl37GoyQ1GDFrsVqYCmJikhcnQ66QGTG1hDLFbUrCxlRRZux7Kra+t1h2mbTP6p5b9+7Oa42r4hFlOIJjOAUPLqABN9CEFjCI4Bne4N2RzpPz4rz+WEtOcXMIf+B8fAP2gY4Y</latexit><latexit sha1_base64="FeAQkfo8+LEpBbQirjvIejFUCbI=">AAAB63icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiQi6LLoxp0V7APbUCbTm3boTBJmJkIJ/Qpdibrzb/wB/8ZJzUJbz+rce86Fc26QCK6N6345pZXVtfWN8mZla3tnd6+6f9DWcaoYtlgsYtUNqEbBI2wZbgR2E4VUBgI7weQ61zuPqDSPo3szTdCXdBTxkDNq7OqhL6kZMyrI7aBac+vuHGSZeAWpQYHmoPrZH8YslRgZJqjWPc9NjJ9RZTgTOKv0U40JZRM6wp6lEZWo/WyeeEZOwlgRM0Yyn397Myq1nsrAevJselHLl/9pvdSEl37GoyQ1GDFrsVqYCmJikhcnQ66QGTG1hDLFbUrCxlRRZux7Kra+t1h2mbTP6p5b9+7Oa42r4hFlOIJjOAUPLqABN9CEFjCI4Bne4N2RzpPz4rz+WEtOcXMIf+B8fAP2gY4Y</latexit><latexit sha1_base64="FeAQkfo8+LEpBbQirjvIejFUCbI=">AAAB63icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiQi6LLoxp0V7APbUCbTm3boTBJmJkIJ/Qpdibrzb/wB/8ZJzUJbz+rce86Fc26QCK6N6345pZXVtfWN8mZla3tnd6+6f9DWcaoYtlgsYtUNqEbBI2wZbgR2E4VUBgI7weQ61zuPqDSPo3szTdCXdBTxkDNq7OqhL6kZMyrI7aBac+vuHGSZeAWpQYHmoPrZH8YslRgZJqjWPc9NjJ9RZTgTOKv0U40JZRM6wp6lEZWo/WyeeEZOwlgRM0Yyn397Myq1nsrAevJselHLl/9pvdSEl37GoyQ1GDFrsVqYCmJikhcnQ66QGTG1hDLFbUrCxlRRZux7Kra+t1h2mbTP6p5b9+7Oa42r4hFlOIJjOAUPLqABN9CEFjCI4Bne4N2RzpPz4rz+WEtOcXMIf+B8fAP2gY4Y</latexit>

Q
<latexit sha1_base64="g8zQs+5pkVIMkw8eq4iWvh5bzz0=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21WoNqza27C7FV8AqoQaHmoPrZHyYiizAmobgxPc9Nyc+5JikUzir9zGDKxYSPsGcx5hEaP18sOmNnYaIZjZEt3r+zOY+MmUaBzUScxmbZmw//83oZhdd+LuM0I4yFjVgvzBSjhM37sqHUKEhNLXChpd2SiTHXXJC9SsXW95bLrkLnou65da91WWvcFIcowwmcwjl4cAUNuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pyij/H8EfOxzehB4pq</latexit><latexit sha1_base64="g8zQs+5pkVIMkw8eq4iWvh5bzz0=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21WoNqza27C7FV8AqoQaHmoPrZHyYiizAmobgxPc9Nyc+5JikUzir9zGDKxYSPsGcx5hEaP18sOmNnYaIZjZEt3r+zOY+MmUaBzUScxmbZmw//83oZhdd+LuM0I4yFjVgvzBSjhM37sqHUKEhNLXChpd2SiTHXXJC9SsXW95bLrkLnou65da91WWvcFIcowwmcwjl4cAUNuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pyij/H8EfOxzehB4pq</latexit><latexit sha1_base64="g8zQs+5pkVIMkw8eq4iWvh5bzz0=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21WoNqza27C7FV8AqoQaHmoPrZHyYiizAmobgxPc9Nyc+5JikUzir9zGDKxYSPsGcx5hEaP18sOmNnYaIZjZEt3r+zOY+MmUaBzUScxmbZmw//83oZhdd+LuM0I4yFjVgvzBSjhM37sqHUKEhNLXChpd2SiTHXXJC9SsXW95bLrkLnou65da91WWvcFIcowwmcwjl4cAUNuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pyij/H8EfOxzehB4pq</latexit><latexit sha1_base64="g8zQs+5pkVIMkw8eq4iWvh5bzz0=">AAAB4nicbZDLTgJBEEVr8IX4Ql266UhMXJEZY6JLohuXkAiSwIT0NDXQoeeR7hoTMuEHdGXUnZ/kD/g3NjgLBe/qdN3bSd0KUiUNue6XU1pb39jcKm9Xdnb39g+qh0cdk2RaYFskKtHdgBtUMsY2SVLYTTXyKFD4EExu5/7DI2ojk/iepin6ER/FMpSCkx21WoNqza27C7FV8AqoQaHmoPrZHyYiizAmobgxPc9Nyc+5JikUzir9zGDKxYSPsGcx5hEaP18sOmNnYaIZjZEt3r+zOY+MmUaBzUScxmbZmw//83oZhdd+LuM0I4yFjVgvzBSjhM37sqHUKEhNLXChpd2SiTHXXJC9SsXW95bLrkLnou65da91WWvcFIcowwmcwjl4cAUNuIMmtEEAwjO8wbszdJ6cF+f1J1pyij/H8EfOxzehB4pq</latexit>

Indicación: Recuerde que el tensor de inercia de un disco con respecto a su centro de masas es una matriz diagonal

con componentes Ixx = Iyy = 1
4MR2, Izz = 1

2MR2.



Solución P3:

Después de cortar la cuerda, el momentum angular en torno al eje es:

~LP = IP · ~Ω (1)

donde ~Ω = ẑθ̇. El torque es

~τP = Mg~RCM × ĝ. (2)

Tenemos ~RCM = (R/2)ρ̂ y ĝ = ρ̂ cos θ − θ̂ sin θ. Luego

~τP = Mg(R/2)ρ̂× (ρ̂ cos θ − θ̂ sin θ) = −Mg(R/2) sin θẑ. (3)

Luego

IPz θ̈ +Mg(R/2) sin θ = 0. (4)

Esto da

IPz θ̈ +Mg(R/2) sin θ = 0. (5)

Luego, dadas las condiciones iniciales:

IPz θ̇
2 = MgR cos θ. (6)

Además, tenemos

M
d2

dt2
~RCM = Mgĝ + ~F . (7)

Esto da:

~F = −M2 R
2

4IPz
g sin θθ̂ −M2 R

2

2IPz
g cos θρ̂−Mg(ρ̂ cos θ − θ̂ sin θ) (8)

2


