
Auxiliar 30
P1 Sólido rígido 1

t=0 > t>O

as De la figural notaros que para un solido rigido que
rueda sin resbalar tenemos la relacion

R.b =x =y =Ee -

donde es el angulo quegi desde un t=0 hasta unt>0.
Por lo que la posicion del CM, Rem seria

Xo
Figura 1

RcM =Voi+ RPi => Ren =RO2 =xt

Esto lo podermos aplicar a las des discos del problema:8.= X. /R y c = -1R, donde notameo.que no nos
importa la distancia al origen, el xo, sino que solo la tasa de cambio de las posiciones, los Xi.

Usamdo la regla de la mano dereche notaros que las velocidades angulares son en - unicamente

2, =(8) =(E) 3 =
= (81) =(-)

↳La energia cinetica de un sist. de slides rigidos es la sunna de cada ki por separado

k =Ziki =E(MiR+*Iem:)
asi que necesitamos dos Icm,i, ambos discos son iguales asi que hacemos el calculo una vez

Como siempre, nos oui dannos que el disco esta girando y lo consideraros
en reposo. Definimos un sist. Cartesianos en naranjo que pasaros al Is a agcilindrico en rojo debido a ser un objeto circular a

.>

X-fosb, y=fsind, dim=rigidA=(Rg-9/ededd I

Porepsabemosque saleascomponentes diagonales son to, por to que and are Figure 2
- (n,in) (Ei)=-In:", asique solo necesitanos In



Considerando f- (0, RJ ydt (0,2i]

· In= x+ yy(Rg-gpagdb =mo./R/4"d-1""de]
= 1M( - ) ==EMR

asique Ic,=(00-xR).(_zne)
-EMY! Imt-...-EME

mientrasque Rer,i =Y: => Rmil =I?

i.k =k +kz =Mx +Mi +Mxi +Mx2 =Mx+4x2

c) Ahora ocuparenos Lagrangiano 1=k-U = 2,k:-Z:U;, dondeyatenemos K y para U tenermos
la energia potencial de los 3 resortes

Uz =k(x - x - D(2 Us=fk(3D-x - DS

e
W
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k0 24
↑ 2D 01 I

X =X,I Xz- xn 3D - x2
f >

Xz =xzI

I I

3D

=u =iVi =k(x - D) +1k(x - x - D) +(k(2D - x2)

:.=k- 0 =Mx +4x2 - 1k(x- D) - 1k(x - x - D) - k(2D -x)

Ahora calculamos las es de Euler-Lagrange

(e)E:



b et =- k(x - D) +k(x - x - D) EME, =-2kx, +kx
-Mi =() -Min I =) Y1 +1x -2x =0

7M2, =kx, -2kX2 + 3D-2 = -k(x - x - D) +k(2D - x))
I

=Ex =>(E) -Emi
-) Y - EX+10bx- 15

-D

~
lo pueden hacer viendo cando los resortes no estan ejerciendo fuerza

d) Encontrarmos los ptos de equilibrio con 1218x:=0 = Xo= D y Xoz = 2D

=>x =D +8x1yx =2D +5X2

de esta forma se anula la parte inhomogenea cte. de las ecs. de movimiento

:.SY +5(28x - 8x2)
=0 2 +(-3x, +28x2) =0

↑

=- (S) +)) (EE)=18), commin =(-2)
u

=B
Resduenno la ec. de autoralores det(riz-WI,) =0

I 2B - w -wi)= (2B-w" - B
=0 ) 2-w ==Bcn=2 =B

- B
>Wi =B" w? =3

Calculannos los autrectores

1(2852)(5) =(8) B(-1i)(5) =(8)a=b =w =an(1)

-)(i) =(8)B)
=

1
=i)(5) =100)az = -b =x =an)-i))normase

"mmmmmm mmm*miimm
Modo vi Modo Ez



P4 Roce 2 

a) Definamos & cormo la distancia variable entre la particula y la vara

· Identificates las fuerzas crando la masa todavia nosemere↳
y ro la distancia variable desde el origen 0 y la vara.

- Normal: =Ny
<

↳ Peso:Mig=-mgsinxi-mngcobay
1viig ro Elastica:Fc = -k(r-b) =-k(r- b))cosa:-sinag)

↳ Roce estatico: Fest FestIno nos importad sentido

En presencia de roce estatico, para que una particula no se nueva se debe amphir

1: Me/N1 (1)
- solo has componentes 1 a

Debernos calcular la expression de la normal, hacennos segunda hey de Newton donde i
=i =0

ma = Fi

mi+mj=Nj-mgsinai-mngcosay-k(r-b)(cosai-sinag)+Fest
is 0 =-mgsina-k(r-bo) cosx + Fest

m
O sino se despega

L

j) 0 =N-mgoosx +k(r-b)sinx => N =mgcosx-klr-b)sinx >O

reeplazanos esta expression de N y EFix--angsina-k(r-bolcosa en (n)

=>f-mgsina-k(r-b)co1 <Me1 mgcosa-k(r-l) sinx
(I) (II)

tenemos que (IILO (de otra forma NCO y la particula se
habria despegado), por to que podermos quitar

ese valor absoluto. Para (I) tenemos que cormo cramdo se venza el roce estatico la particula subirapor la pendiente
por to que (I) <0 y Festva en la direccion de -i ya quest opone a que la particula suba, asi que timb. Sacanos este
valor absoluto

E-mgsina-k (r-b)cosx =Me (mgcasx-k(r-b) sinal

y camo nos interesa el momento justcando se vence a roce estatico, forannos la igualdad

=>-mgsina-k(r-b)cosx =Me (mgcosx-k(r-b)sinx) > r= -mg(sinxtMecosal +lo (casa-Mesinal
k (cosx -Mesinal



N
by Conno la particula conniemza maviendose enti, an el

4

intervalo de tiempo que estaros interesados tenemos

que el roce cinetico es: F I
r

A

>

-

cin

- r[ a

commo

Fein=-McNt

"
~mig

F

&

↑ To

Hacemos segunda hey de Newton can a=i+05y la sum. de fuerzas
tres C Y 1

I I

r- ro

ZE: =N+mg+Fe + Fest

=Ny-mugsinai - mgcosty-k(r-lo/cosat + k(r-bsinay-MeNt

pero nuestra variable dinamica esx, no rasi que has relacionamos r-to-cost) r
=x.costr., reemplazaros

en la fuerza dastica

mixt =Ny-mgsinai - mgcosty-b(xcosa+ro-b)cosai+k(xcosx+ro-lo)sinay-MeNt
i) mix=-mgsina - k(xcosx+ro-b) COSx -M.N

j10 =N-mgcosx +k(xcosx+ro-lo)sina => N= mgcosa-k(xcostr.-b)sinx >0

reemplazamos la normal en is

=>mix--mgsina-k(xcosa+ro-b) cosa +Magcosx-Mek (xcastro-b) sinc

=>+WoX =b,

donde w.=kcos +Mekcosa.sinx y b = -mgsinx-k(r.-b/cosx + Mangcosx-Mek(ro-folsinc
m m

Para hormogeneizar hacemos u=+- 1 =>i= c. + w.r=0 (A)
Wo

Obtuviros la expression de un oscilador armonico de frequencia angular W., por lo tanto de periodo T= 2π/w. as
queendl momento que se defiene por primera vez esen +=T/2 la mitad del ciclo. Sabermos que la sal.
de (D) es

M(z) =Acos(w.t) + Bgin (w.t) => X(t) =Acos(Wot) + Bsin (Wot) + b
Wo

donde A y Bestan dados por C.I., asi que el desplazamiento hasta que se detiene es

x(t* =T12 =H(w) =Acos(i) + Boin (N)+ * - A +1
Wo



P6 Perturbaciones 1

a) Debido a que no hay fuerzas externas actuando sobre el sistera (el resorte communica a las particulas del sist.)

ME==Rem= de

asi que of CM durante todo el mor. Se quedaraquieto en el espacio (a menos que se he haya dado una velocidad iniciall
es como si pusieraes un davo en ese puntay las masas rotan entorno a el. Adenas, el eM estaria justo al medio de
la distancia entre la particula 1.42.

pueden considerar que kun0, pero ate, asi que no afecta las EoMs

I

1. Ocupaveras lagrangiano, la enfergia ainetica es K=KantKarenK, aran dande-

Br I dijinnos que Rem==> kam=O, mientras que los otros dos ferrinos son las
energias cineticas de 1. y 2. dral CM. Definites dos sist. Cilindricos distintos
(pero relacionados f = -f-8 =-8)Spitie 5 =f =r =f +988 r =f =r =f'+fa

donde b=b =0=d, asi que las energias cineticas son
2.

Karan+ Kiaran=1m1r+1mlcl=-m1;98+(m(y' +9(b) =ml;+y?

Ahora definamos la energia potencial. Como hay in solo resorte => solo una contribucion a la energia potencial

U =Ve =(k(r - a) =k)2f - a)2

:2 =k - 0 =m(j
-

+yyy -1k(2g - a)-
Calculermes las ecs. de Euler-Lagrange para los dosgrados de libertad: f3d
-

2t
=2mg-2k(29 - a) 1 amg=(myir-c12y-a) (n)

-

2 =2mg =>

(-)
=2mg

↳=0
·

Kapparation2myg=cte=2(2), elmorenfur angular del sisteneI
=2rmyp

Reenplazando en (n) =>2mg=2m) ungy -2(29-a)> -ymig"ky-a
=0 (



que todavia no tiene forma de oscilador armonico (esto querenos), notermos que si haceros f
=a12+ 8f

con of cancelamos eltermino inhomogeneo

jj - 2 (3)

Ym(a12 +se)3 Ek 89
=0

yagreg:
all es un pto.deequilibrio cuando =0. Ahora, haganos on Tayloral termino cubic ca

1

las+8
= E: (ak!sy()Y:14-5ji =calsyl"-s' +0(87

~-1
Reeplazamos esta aproximacion en (3)

ji-e- 89) "zkB =0

(jj + (12+2k] 89= ee < movimiento armonico!

donde identificanos la frequencia de oscilacion W.=Vak

Aproximacion con serie deTaylor
No importa si haceres a Taylor para (3) O can (D), para este ultimo tendrianos

I
=

E(filgity-associateand"
reenplazando en (A)

constante

-

=-m)-)) sk - ka =0 =9+( Ekly-atm

=>W=tek, contoque obtenemos tomismoe


