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Auxiliar 8: Preparación C3 (Trigonometŕıa)
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P1. Demuestre la siguiente identidad trigonométrica:

1
cot(θ) + cot3(θ) + 1

tg(θ) + tg3(θ) + sin(2θ) = sec(θ) cosec(θ)

P2. Resuelva la siguiente ecuación trigonométrica:

2 cos2(x) + 2 cos2(x) cos(2x) − 20 cos2
(

x

2 − π

4

)
sin2

(
x

2 − π

4

)
+ 1 = 0

P3. Demuestre que en todo triángulo de lados a, b, c y ángulos α, β, γ se cumple:

b cos(γ) − c cos(β) = 1
a

(b2 − c2)

P4. Demuestre la siguiente propiedad.

1
2 · sin(x) · sec2(x

2 ) + cos(x) · tan(x

2 ) − sin(x) = 0

tan(4x) = 4tan(x) − 4tan3(x)
1 − 6tan2(x) + tan4(x)

P5. Consideremos el triangulo ABC de ángulos respectivos.
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si α = 2 · β ⇒ a2 = b · (b + c)

P6. Demuestre:
sin(x) + sen(y) = 2 · sin(x + y

2 ) · cos(x − y

2 )

P7. [Más de funciones]
Considere la función f : R → R definida por

f(x) = 1 + sen(x)
1 − cos(x)

Encuentre dominio, ceros, paridad, signos, periodicidad e inyectividad.

P8. [Más para pensar] Para las constantes A, B, C ∈ R, con A > B, se definen las funciones reales f, gh
en todo x ∈ R como se detalla a continuación:

f(x) = Acos2(x) + Bsen2(x) − 2Csen(x)cos(x)

g(x) = Asen2(x) + Bcos2(x) − 2Csen(x)cos(x)

h(x) = (A − B)sen(x)cos(x) + C(cos2(x) − sen2(x))

Se pide lo siguiente:

a) Pruebe que si C = 0, h alcanza su valor máximo para x = π

4 + kπ con k ∈ Z

b) Demuestre que el conjunto de los ceros de h es Ceros(h) =
{

x ∈ Rtan(2x) = 2C

B − A

}
.

c) Estudie f y g

P9. [Teorema de Stewart]

El teorema de Stewart permite determinar el valor de cualquier ceviana trazada desde uno de los vérti-
ces de un triángulo en función de los segmentos determinados por estos.
Demostrar que se cumple la siguiente ecuación:

c · (mn + p2) = a2m + b2n

Indicación: 0)Consideremos un triángulo ABC y un punto Q tal que pertenezca a la recta AB, en este
caso CQ es una ceviana. En general se le dice ceviana al segmento que une un vértice con un punto de
la recta opuesta a este.
1)Llame Q al punto intersección de la ceviana con la recta AB.
2)Defina un ángulo arbitrario y conveniente, tal que estos se relacionen directamente entre los triángu-
los formados y pruebe lo pedido.
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P10. [CRMA1001-1-2011-2003][Ecuaciones Trigonométricas]
Encuentre todas las soluciones de la ecuación trigonométrica

a) cos2(x) + cos2(2x) + cos2(3x) = 3
2

b) Resuelva para a ∈ Z
√

2cos(x) = a

Hint: Le puede ser útil usar, sin necesidad de demostración.
cos(β) + cos(γ) = 2cos(β + γ

2 )cos(β − γ

2 )

P11. Resuelve
sen(2x) = cos(x

2 )
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Resumen

Identidad Pitagórica
sin2(x) + cos2(x) = 1, ∀x ∈ R
Ceros de Funciones Trigonométricas

• sin(x) = 0 ⇐⇒ x = kπ, k ∈ Z
• cos(x) = 0 ⇐⇒ x = kπ + π

2 , k ∈ Z
• tan(x) = sin(x)

cos(x) = 0 ⇐⇒ sin(x) = 0 ⇐⇒ x = kπ, k ∈ Z

Ecuaciones Trigonométricas
• Si |a| ≤ 1: sin(x) = a ⇐⇒ x = kπ + (−1)k arcsin(a), con k ∈ Z, arcsin(a) ∈ [− π

2 , π
2 ]

• Si |a| ≤ 1: cos(x) = a ⇐⇒ x = 2kπ ± arc cos(a), con k ∈ Z, arc cos(a) ∈ [0, π]
• tan(x) = a ⇐⇒ x = kπ + arctan(a), con k ∈ Z, arctan(a) ∈ (− π

2 , π
2 )

Teorema del Seno

Teorema del Coseno
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P1. Resolver la ecuación trigonométrica:

sen 2x = cos
x

2
.

Graficar las soluciones en el ćırculo geométrico y determinar si 3π
5 es solución.

Solución

Primero recordemos que sen α = cos
(

π
2 − α

)
, entonces

sen 2x = cos
x

2
⇔ cos

(π

2
− 2x

)

= cos
x

2

⇔ cos
(π

2
− 2x

)

− cos
x

2
= 0.

Ahora, veamos que cos x − cos y se puede escribir de la siguiente forma:

cos x − cos y = cos

((
x + y

2

)

+

(
x − y

2

))

− cos

((
x + y

2

)

−
(

x − y

2

))

= −2 sen

(
x + y

2

)

sen

(
x − y

2

)

Donde la última expresión, se obtiene después de aplicar las fórmulas ya conocidas para calcular el coseno de
sumas y restas de ángulos, según corresponda.
Con esto, volvemos al problema, y reescribimos:

cos
(π

2
− 2x

)

− cos
x

2
= 0 ⇔ −2 sen

( π
2 − 2x + x

2

2

)

sen

( π
2 − 2x − x

2

2

)

= 0

⇔ sen

(
π − 3x

4

)

︸ ︷︷ ︸

(1)

sen

(
π − 5x

4

)

︸ ︷︷ ︸

(2)

= 0.

Lo que vale si y sólo si (1) = 0 ∨ (2) = 0. Resolviendo las ecuaciones por separado tenemos

(1) = 0 ⇔ sen

(
π − 3x

4

)

= 0

⇔ π − 3x

4
= kπ, k ∈ Z

⇔ 3x

4
=

π

4
− kπ, k ∈ Z

⇔ x =
π(1 − 4k)

3
.

y para (2)

(2) = 0 ⇔ sen

(
π − 5x

4

)

= 0

⇔ π − 5x

4
= kπ, k ∈ Z

⇔ 5x

4
=

π

4
− kπ, k ∈ Z

⇔ x =
π(1 − 4k)

5
.
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Para ver si 3π
5 es solución, debemos encontrar, en las soluciones de (2), un k ∈ Z tal que π(1−4k)

5 ≡4π
3π
5 . Esto

equivale a encontrar k, ℓ ∈ Z tal que π(1−4k)
5 = 3π

5 + 4ℓπ. Esto pues la función sen 2x − cos x
2 es 4π-periódica.

Resolvamos

3π

5
− π(1 − 4k)

5
=

3π

5
+ 4ℓπ ⇔ 3 − 1 + 4k = 20ℓ

⇔ 2 + 4k = 20ℓ

⇔ 1 + 2k = 10ℓ

Lo que es imposible. Concluimos que 3π
5 no es solución.

Para graficar las soluciones, notemos que como la función es 4π-periódica, entonces en el circulo unitario veremos
aparentemente soluciones que no lo son, por ejemplo 3π

5 , pues 3π
5 ≡2π

−7π
5 y sabemos que −7π

5 es solución.
Entonces lo que haremos será hacer el cambio x = 2α (para obtener una función 2π-periódica y graficaremos
para α.

P2. (a) Demostrar que cos α + cos β = 2 cos
(

α+β
2

)

cos
(

α−β
2

)

.

Solución

Primero notemos que, sumando un cero adecuado, tenemos

α =

(
α + β

2

)

+

(
α − β

2

)

, β =

(
α + β

2

)

−
(

α − β

2

)

.

Entonces

cos α + cos β = cos

[(
α + β

2

)

+

(
α − β

2

)]

+ cos

[(
α + β

2

)

−
(

α − β

2

)]

Recordemos ahora que cos(x ± y) = cos x cos y ∓ sen x sen y. Tenemos entonces que

cos α + cos β = cos

(
α + β

2

)

cos

(
α − β

2

)

−
������������

sen

(
α + β

2

)

sen

(
α − β

2

)

+ cos

(
α + β

2

)

cos

(
α − β

2

)

+
������������

sen

(
α + β

2

)

sen

(
α − β

2

)

= 2 cos

(
α + β

2

)

cos

(
α − β

2

)

.

(b) Utilizar lo anterior para resolver la ecuación 1 + cosx + cos 2x + cos 3x = 0.
Solución
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Notemos que cos 0 = 1, entonces reemplazando obtenemos

cos 2x + 1 +

(a)
︷ ︸︸ ︷

cos 3x + cos x = 0 ⇔
(a)

︷ ︸︸ ︷

cos x + cos 0 +2 cos 2x cos x = 0

⇔ �2 cos2 x + �2 cos 2x cos x = 0

⇔ cos x(

(a)
︷ ︸︸ ︷

cos 2x + cos x) = 0

⇔ �2 cos x
︸ ︷︷ ︸

(1)

cos
3x

2
︸ ︷︷ ︸

(2)

cos
x

2
︸ ︷︷ ︸

(3)

= 0.

Ahora tenemos 3 ecuaciones para x: (1) = 0, (2) = 0, (3) = 0. Resolviendo por separado:

• (1)=0:
cos x = 0 ⇔ x = 2kπ.

• (2)=0:

cos
3x

2
= 0 ⇔ 3x

2
= 2kπ

⇔ x =
4kπ

3
.

• (3)=0:

cos
x

2
= 0 ⇔ x

2
= 2kπ

⇔ x = 4kπ.

con k ∈ Z.

P3. Resolver la ecuación √
3 cos x + senx = 1.

Solución

Un camino posible para solucionar el problema, es aplicar un método visto en cátedra, haciendo el cambio de
variables a = cos x, b = sen x, y resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

a
√

3 + b = 1

a2 + b2 = 1

Donde la última expresión, nace del hecho de que (cos x, sen x) es un punto perteneciente a la circunferencia
unitaria. A continuación, mostraremos otra solución, un poco más ”‘elegante”’, notando que si multiplicamos la
igualdad por 1

2 obtenemos que √
3

2
cos x +

1

2
sen x =

1

2
.

Recordemos que sen π
3 =

√

3
2 y que cos π

3 = 1
2 . Entonces

√
3

2
cos x +

1

2
sen x =

1

2
⇔ sen

π

3
cos x + cos

π

3
sen x =

1

2
.

Y aplicando la fórmula sen(α ± β) = sen α cos β ± cos α sen β tenemos

sen
(π

3
+ x

)

=
1

2
⇔ x +

π

3
= kπ + (−1)k

π

6

︷ ︸︸ ︷

arcsen
1

2

⇔ x =

(

k − 1

3

)

π + (−1)k π

6
.
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