Pequeno resumen C1

Movimiento arménico simple

Ecuacion:

i+ wir=0

Con wy la frecuencia angular natural. La solucién general de esta ecuacion
viene dada por:

x(t) = Agcos(wot + ¢) + Bosen(wot + ¢)

Donde Ag y By se determinan con las condiciones iniciales. Forma imagi-
naria:

x(t) = Aei(wot+d)

La frecuencia angular wy [radianes/segundo] cumple con la normalizacién (f
la frecuencia en Hertz y T el perfodo en segundos):

wo=2nf=2n/T

De aqui que mientras mayor frecuencia (y menor perfodo), la oscilacién
demora menos tiempo en recorrer ” 27 unidades angulares”.

Con condiciones iniciales:
x(t=0)=zoy &(t=0)=uvp

Tendremos:
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(Donde envés de Ag, se puede tener By en esta ultima ecuacién)

Péndulo simple

Ecuacion:

. g -
b+26=0

Donde w? = g/L es la frecuencia angular de este sistema. Notar que tan
sélo depende del largo L del péndulo y de la gravedad g del lugar. No depende
de la masa m que esté pendiendo del hilo.

La solucién sera la misma mostrada en la seccién anterior:

@(t) = Agcos(wot + 6)

En donde la amplitud ” Ay” representa un angulo y por ende se mide en ra-
dianes, por lo que esta cantidad no contiene unidades como metros, kilogramos,
segundos, etc.

La fase J le otorga mayor amplitud a la oscilacién ("mueve” la oscilacién
més alld del dngulo inicial ¢(0)), dado que si existe fase significa que existe
velocidad angular inicial (Recordar! si no hay velocidad inicial lo mds simple es
hacer § = 0) y por lo tanto, la amplitud Ay serd mayor que la posicién inicial
¢(0). Finalmente recordemos que:
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Oscilaciones forzadas

Ecuacion:

&+ wiz = Fycos(wt)
Donde la fuerza del lado derecho puede ser un coseno o seno, pero siempre

serd (para efectos de este curso) una funcién sinusoidal o exponencial.

Para encontrar la solucién particular de esta ecuacién (Recordar! la solucién
homogénea es la que resuelve la Ecuacion Diferencial sin forzamiento externo,



osea es la ecuacién del oscilador arménico, cuya solucién ya fue descrita. En
cambio la solucién particular es la que busca encontrar un ”x(t)” tal que se
cumpla que al reemplazar obtengamos el forzamiento externo), intentamos ” adiv-
inar educadamente” la respuesta. Esto lo podemos hacer debido a que luego
de un tiempo inicial, el sistema forzado terminara cediendo y oscilando con
la misma frecuencia angular w del forzamiento. Por lo que proponemos un
”Ansatz” (adivinanza) de la forma:

z(t) = Acos(wt + ¢)

El cual al reemplazar en la ecuacion se obtiene:

Acos(wt + ¢)(—w? +wi) = @cos(wt)
m

De donde podemos deducir que ¢ = 0. Despejando A:

Fo/m

A:w2—w2
0

Esta es la amplitud que un oscilador forzado SIEMPRE tendrd. Notemos
que si w > wy se tiene un cambio de signo, por lo que la fase en este caso seria
¢ = m. Entonces, siempre en un oscilador forzado se tendra que la fase serd
cero o w dependiendo del signo de A. Recordemos que esta solucién deja de ser
valida para el caso en que w = wy dado que el sistema para este caso diverge en
este modelo (colapsa).

La solucion general de la EDO viene dada por la suma de la solucién ho-
mogénea y particular, osea:

x(t) = zp(t) + zp(t) = Agcos(wot + 0) + Acos(wt + @)

En donde més arriba se detallé como obtener Ay y ¢ con las condiciones
iniciales. Recordar de todas formas que en general en cualquier problema de
oscilacién forzada, se le darda mayor interés a la solucion particular, dado que
esta es independiente de las condiciones iniciales y por ende es la que suele
dominar para periodos de tiempo mayores.

Ondas

Ecuacion:

Py _ 2Py
dt? dx?



En donde c es la velocidad de propagacién de la onda (¢ = /7/p para una
cuerda 1D, con 7 la tensién y p la densidad lineal; ¢ = Ay/Cy/I es la velocidad
para un sistema de varillas con momento de inercia I, espaciadas por una dis-
tancia A, y cuya constante de torsién es Cp).

En la ecuacién de ondas se relacionan dos derivadas de la perturbacion y que
queremos modelar, en donde en el lado izquierdo tenemos la aceleracién y en
el derecho una constante por la ”concavidad” de la onda. Este tltimo término
(la segunda derivada espacial de y) representa ”qué tan curvada se encuentra
la onda” dado que nos indica la tasa de cambio de la primera derivada, la cual
es la pendiente del grafico y vs . Osea, nos indica cémo varia la pendiente,
y.. Doénde varia mas la pendiente? En los antinodos, por lo que en esos pun-
tos este término tendrd su mayor (y menor) valor. Una forma de encontrarle
sentido a esta ecuacion es pensando entonces que ”a mayor concavidad, mayor
aceleracion vertical en ese punto en la onda”. Lo cual tiene sentido si pensamos
que el movimiento en y de un diferencial de onda (o de cuerda) es un oscilador
arménico, el cual, si hacemos la analogia con el resorte, a mayor estiramiento,
mayor fuerza (aceleracién) recibe ese punto.

La solucién general de la ecuacion de ondas es:

yla,t) = f(z +ct) + g(z —ct)

En donde recordemos que la segunda funciéon g es una onda moviéndose a
la derecha y la primera funcién f es otra onda moviéndose a la izquierda. En
general las funciones f y g siempre seran sinusoidales o exponenciales

La forma maés habitual de escribir la solucién es:

y(x,t) = Bosen(kx + wt + ¢)

En donde: ¢ y By se determinan con condiciones de borde, w = ck (relacién
de dispersién), y k es llamado el "ndmero de onda” y es un simil a la frecuencia
angular wy dado que cumple la relacién: kA = 27, osea, nos indica que cada una
longitud de onda se completa un ciclo de 727 unidades angulares”. A mayor k,
mas rapido se completa un ciclo y por lo tanto la longitud de onda se hace mas
corta. Por lo tanto podriamos llamarlo en cierto modo como una ”frecuencia
espacial”. En mas dimensiones ya no es tan sélo un nimero, si no que pasa a
ser un vector, el cual indica la direccién y sentido de propagacién de la onda.

De las relaciones: w = 2nf = 27/T | k = 21n/A y A = ct, se pueden deducir
todas las relaciones necesarias para despejar lo pedido en un problema puntual.

Para el caso de una onda armonica estacionaria en una cuerda vibrando con
bordes fijos (Longitud L, densidad de masa p y tensién 7):



y de aqui que:

n T 1
I
2L\ p T,

Donde el subindice n-ésimo indica el modo normal en el que esta oscilando
la cuerda (Numero de antinodos presentes). Estas relaciones vienen de imponer
una onda tipo seno, e imponer en los bordes que sen(k *0) = 0 (se tiene) y que
sen(k, * L) = 0, esto ultimo implica que:

, con n un entero.

Para recordar:
La frecuencia de una onda no cambia al pasar de un medio a otro (densidades
distintas).

Si una onda pasa de un medio de densidad mayor a uno de densidad menor,
la onda en este ultimo medio ird mas rapido y aumentara su longitud de onda
(suponiendo que la tensién se mantiene constante, que es en los casos en que se
suele trabajar).

Las ondas cumplen el principio de superposiciéon y por lo tanto se pueden
interferir constructiva o destructivamente. Toda onda siempre puede modelarse
como la suma de muchas ondas superponiéndose.



