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P1. Cosillas para calentar.

a) Pruebe que la intersección de clases (Cλ)λ∈Λ cada una de ellas cerradas bajo uniones numerables e intersec-
ciones numerables es cerrada para estas dos operaciones. Podemos hablar entonces de la clase cerrada por
uniones e intersecciones numerables generada por C que denotaremos G(C).

b) Sea Θ la colección de abiertos usuales en R. Pruebe que G(Θ) = B(R).
Indicación: Considere D = {A ∈ G(Θ) : Ac ∈ G(Θ)}

P2. La preimagen se porta bien. Sean X, X ′ dos conjuntos y f : X → X ′ una función.

a) Demuestre que si T ⊆ P(X) es una σ−álgebra, entonces

T ′ = {A ⊆ X ′ : f−1(A) ∈ T } ⊆ P(X ′)

es una σ−álgebra.
b) Demuestre que si T ′ ⊆ P(X ′) es una σ−álgebra, entonces

T = {f−1(A) : A ∈ T ′} ⊆ P(X)

es una σ−álgebra.
c) Demuestre que para C ⊆ P(X ′), σ(f−1(C)) = f−1(σ(C)).

P3. A medir. Sea (X, T , µ) un espacio de medida semifinita, esto es, para todo E ∈ T con µ(E) = ∞, existe F ∈ T
con F ⊆ E tal que 0 < µ(F ) < ∞.

a) Demuestre que para todo E ∈ T tal que µ(E) = ∞ y todo r > 0, existe F ∈ T , con F ⊆ E tal que
r < µ(F ) < ∞.

b) Demuestre que toda medida σ−finita es semifinita.
c) Dé un contraejemplo para la rećıproca.

P4. [Propuesto]. Pongámonos las pila(mbda)s. Considere dos medidas de probabilidad µ1, µ2 sobre el mismo
espacio medible (X, F), y sea A ⊆ F un π−sistema tal que σ(A) = F . Muestre que si µ1 y µ2 coinciden en A,
entonces coinciden en todo F .


