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P1. Fubinin’t. Considere (X, F , µ) un espacio de medida σ-finito y (R+, L, λ) la medida de Lebesgue en R+. Suponga
que f : X → R+ es una función F-medible. Definimos los siguientes conjuntos en X × R+

H− = {(x, t) ∈ X × R+ : 0 ≤ t < f(x)} H = {(x, t) ∈ X × R+ : 0 ≤ t ≤ f(x)}

a) Pruebe que H−, H son F ⊗ L medibles. Piense primero en el caso que f es simple.
b) Pruebe que

µ ⊗ λ(H) = µ ⊗ λ(H−) =
∫
R+

µ({x : f(x) ≥ t})dλ(t) =
∫
R+

µ({x : f(x) > t})dλ(t) =
∫

X

f(x)dµ(x)

c) Pruebe también que λ({t : µ({x : f(x) = t}) > 0}) = 0.

P2. Más Fubinin’t. Sean (X1, F1, µ1) y (X2, F2, µ2) dos espacios de medida σ-finitos. Suponga que el espacio
producto es completo. Demuestre que si existe A2 ∈ F2 no vaćıo tal que µ(A2) = 0, entonces F1 = P(X1).

P3. ¿Y las continuas? Mutis. Consideremos el espacio ([0, 1], L, dx). Sea C = {[f ] ∈ L∞ | ∃g ∈ [f ] continua}.

a) Muestre que la existencia es con unicidad.
b) Ejemplifique un f ∈ L∞ \ C.
c) Pruebe que C es cerrado.

P4. Radon’t. Sea C0 =
{

f : R→ R continua | ĺım
|x|→∞

f(x) = 0
}

dotado de || · ||∞. Muestre que para todo ℓ ∈ C∗
0

existe una única medida con signo regular finita µ tal que ∀f ∈ C0 se tiene que

ℓ(f) =
∫

fdµ

Muestre tamb́ıen que ||ℓ|| = |µ|(R)


