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Límites de funciones III y derivadas

P1.- Calcule, en caso de existir los siguientes límites:

a) ĺım
x→+∞

1√
x+ 1 +

√
x− 1

b) ĺım
x→∞

(
ln(3x)

ln(x)

)ln(x2)

c) ĺım
x→0

(cos(x) + x sin(x))
1
x2

d) ĺım
x→0

xe
1
x

e
1
x − 1

P2.- Encuentre las asíntotas de la función f(x) = e
1
x
(2x+ 1)2

(x− 5)
.

P3.- Se trazan las tangentes a un arco circular en sus extremos y punto medio, como indica la figura. Sean ∆ y ∆′

las áreas de los triángulos ABC y A′B′C ′, respectivamente. Probar que el cociente ∆/∆′ tiende a 4 cuando la
longitud del arco tiende a cero.
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Resumen
[Unicidad del límite] Si f : A ⊆ R → R es una
función tal que ĺım

x→+∞
f(x) = l1 y ĺım

x→+∞
f(x) = l2,

entonces l1 = l2.

[Álgebra de límites] Si f : A ⊆ R → R y g : B ⊆
R → R son funciones tales que ĺım

x→+∞
f(x) = l1 y

ĺım
x→+∞

g(x) = l2 y A ∩ B es no acotado superior-
mente, entonces:

ĺım
x→+∞

(f ± g)(x) = l1 ± l2

ĺım
x→+∞

(f · g)(x) = l1 · l2

ĺım
x→+∞

(
f

g

)
(x) =

l1
l2
, sil2 ̸= 0

[Sandwich] Si tres funciones f, g, h con dominios
A,B,C respectivamente son tales que ∃m, tal que
∀x ∈ B ∩ [m,∞) se cumple f(x) ≤ g(x) ≤ h(x).
Entonces, si ĺımx→∞ f(x) = ĺımx→∞ h(x)l, enton-
ces ĺımx→∞ g(x) = l.

[Asíntotas horizontales] Se definen:

i) Si ĺımx→∞ f(x) = l1 entonces la recta y = l1
se le dice asíntota horizontal de f .

ii) Si ĺımx→−∞ f(x) = l2 entonces la recta y =
l2 es otra asíntota horizontal de f .

[Asíntotas verticales] Si ∃x̄ tal que
ĺımx→x̄+ f(x) = ±∞ o ĺımx→x̄− f(x) = ±∞ en-
tonces la recta x = x̄ es una asíntota vertical de
f .

[Asíntotas oblicuas] Se define:

1. La recta y = m1x+n1 es una asíntota oblicua
de f cuando x → +∞ si se cumple que

ĺım
x→+∞

f(x)− (m1x+ n1) = 0

en particular

m1 = ĺım
x→∞

f(x)

x
, n1 = ĺım

x→∞
f(x)−m1x

2. Si ĺımx→−∞ f(x)− (m2x+n2) = 0 entonces
la recta y = m2x+ n2 es una asíntota oblicua
de f cuando x → −∞.

[Teorema de la composición] Sean f : A ⊆ R →
R y g : B ⊆ R → R dos funciones tales que
ĺımx→+∞ f(x) = l y ĺımx→+∞ g(x) = +∞. En-
tonces, si el dominio de la composición f ◦ g no es
acotado superiormente, se cumple que

ĺım
x→+∞

(f ◦ g)(x) = l

[Límites hacia ±∞] Sea f : A ⊆ R → R y sea l un real fijo.

i) Si A no es acotado superiormente, entonces

ĺım
x→+∞

f(x) = l ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃m > 0, ∀x ∈ A ∩ [m,∞), |f(x)− l| ≤ ε

ii) Si A no es acotado inferiormente, entonces

ĺım
x→−∞

f(x) = l ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃m < 0, ∀x ∈ A ∩ (−∞,m], |f(x)− l| ≤ ε

[Límites igual a +∞] Sea f : A ⊆ R → R.

1. Si x̄ ∈ A′, entonces

ĺım
x→x̄

f(x) = +∞ ⇐⇒ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ A ∩ [x̄− δ, x̄+ δ], f(x) ≥ M.

2. Si x̄ es punto de acumulación de A ∩ (x̄,+∞), entonces

ĺım
x→x̄+

f(x) = +∞ ⇐⇒ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ A ∩ (x̄, x̄+ δ], f(x) ≥ M.
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3. Si x̄ es punto de acumulación de A ∩ (−∞, x̄), entonces

ĺım
x→x̄−

f(x) = +∞ ⇐⇒ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ A ∩ [x̄− δ, x̄), f(x) ≥ M.

4. Si A es no acotado superiormente, entonces

ĺım
x→+∞

f(x) = +∞ ⇐⇒ ∀M > 0, ∃m > 0, ∀x ∈ A ∩ [m,∞), f(x) ≥ M.

5. Si A no es acotado inferiormente, entonces

ĺım
x→−∞

f(x) = +∞ ⇐⇒ ∀M > 0, ∃m < 0, ∀x ∈ A ∩ (−∞,m], f(x) ≥ M.

[Límites igual a −∞] Sea f : A ⊆ R → R.

1. Si x̄ ∈ A′, entonces

ĺım
x→x̄

f(x) = −∞ ⇐⇒ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ A ∩ [x̄− δ, x̄+ δ], f(x) ≤ M.

2. Si x̄ es punto de acumulación de A ∩ (x̄,+∞), entonces

ĺım
x→x̄+

f(x) = −∞ ⇐⇒ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ A ∩ (x̄, x̄+ δ], f(x) ≤ M.

3. Si x̄ es punto de acumulación de A ∩ (−∞, x̄), entonces

ĺım
x→x̄−

f(x) = −∞ ⇐⇒ ∀M > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ A ∩ [x̄− δ, x̄), f(x) ≤ M.

4. Si A es no acotado superiormente, entonces

ĺım
x→+∞

f(x) = −∞ ⇐⇒ ∀M > 0, ∃m > 0, ∀x ∈ A ∩ [m,∞), f(x) ≤ M.

5. Si A no es acotado inferiormente, entonces

ĺım
x→−∞

f(x) = −∞ ⇐⇒ ∀M > 0, ∃m < 0, ∀x ∈ A ∩ (−∞,m], f(x) ≤ M.

[Límite igual a l+ o l−]

1. Diremos que ĺımx→+∞ f(x) = l+ si se cumple que

ĺım
x→+∞

= l y ∃m > 0,m∀x ∈ Dom(f) ∩ [m,+∞), f(x) > l

2. Diremos que ĺımx→+∞ f(x) = l− si se cumple que

ĺım
x→+∞

= l y ∃m > 0,m∀x ∈ Dom(f) ∩ [m,+∞), f(x) < l

3. Diremos que ĺımx→−∞ f(x) = l+ si se cumple que

ĺım
x→−∞

= l y ∃m < 0,m∀x ∈ Dom(f) ∩ [−∞,m), f(x) > l

4. Diremos que ĺımx→−∞ f(x) = l− si se cumple que

ĺım
x→−∞

= l y ∃m < 0,m∀x ∈ Dom(f) ∩ [−∞,m), f(x) < l
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