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Auxiliar 16: Polinomios

Division de polinomios: Sean los polinomios q(z) = 2% + z + 1 y p(z) = 23" 4 322+ 4 23%3+2 donde
ni,ng,ng € N. Demuestre que p(x) es divisible por g(x) cualquiera sean los valores de ny,ng, ns.

Encontrar polinomio: Sea p € R[z] un polinomio monico con gr(p) = 3. Se sabe que p(z) es divisible
por (x — 1) y que los restos de sus divisores por (x — 2),(x — 3) y (z — 4) son iguales. Determine p(z),
justificando sus pasos y encuentre todas sus raices.

Raices: Sea p(z) € R[z] el polinomio dado por:
p(z) = 22* — 2® + 227 + 192 — 10

Encuentre todas las raices de p(z) sabiendo que admite una raiz racional, no entera, positiva y otra raiz
entera negativa. Factorice p(z) en R[z] y en C[z]

Relaciones de Cardano-Vieta: Sea p(x) = 23+ az? + bz + ¢ un polinomio con raices «, 3,7 € C. Pruebe
que:
affy=—c, af+ay+py=>b, a+B+7=-a

(Estas son las relaciones de Cardano-Vieta para un polinomio monico de grado 3). Uselo para encontrar
las raices de q(z) = 2% — 1122 4+ 44z — 112 sabiendo que una de sus raices no es real y tiene modulo 4.
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Resumen

[Polinomio]: Si (K, +, -) cuerpo, llamamos polino-
mio en K (denotado p € K[z]) a una funcién:

p: K — K

n
x — plx) = prak
k=0

donde n € N y p,. € K constantes.
[Igualdad de polinomios]: Sip € K[z] y ¢ € K[z]
n m

con p(z) = 3 prx® y q(z) = Y qraz® entonces:
k=0 k=0

p=qe (n=mAVke{0,...1}, pr = qx

n

[Grado]: Si p € K[z] con p(z) = Y ppz* llama-
k=0

mos gr(p) = n con n el mayor numero tal que

pn # 0. Si p(x) = 0 definimos gr(P) = —oc.

Obs.: Si p,, = 1, p se dira polinomio ménico.
[Anillo de polinomios]: Si (K,+,-) es cuerpo,
entonces (K[z],+.-) es anillo conmutativo que no
posee divisores de (.

[Suma y producto de polinomios]: Si p.q €
Kl[z] con gr(p) = n y gr(q) = m entonces gr(p +
q) < méx{n,m} con:

méx{n.m}

> (e +a)et

k=0

(p+4q)(z) =

Ademés gr(p- q) = gr(p) + gr(q).
[Inversos]: En (K[z],+.-) los tinicos polinomios
con inversos son los de grado 0.

[Teorema de la Division]: Sean p.d € K[z] con
d # 0. Entonces existe un tinico par ¢,r € K[z] tal
que

l.p=gq-d+r
2. gr(r) < gr(d)

Obs.: A ¢ se le llama cociente, a r resto, y d divisor
de p con resto r.

[Teorema del resto]: Sea p € K[x] y ¢ € K[z] y
¢ € K. El resto de dividir P por el polinomio (z—c¢)
es exactamente p(c)

= [Rafz]: ¢ € K es raiz de p € K[z] si p(e) = 0.

= [Prop raices]: ¢ € K es raiz de p € K[z] &
(x —¢)|p(x) (el resto es 0).
Definimos Z(p) como el conjunto de raices de p.

= [Prop varias|:

1. Si e),es....,¢; raices distintas de p entonces
(x — er)(z — e2)...(z — ex)|p(z).

2. Si p € Klz] con gr(p) = n = 1 entonces p
posee a lo mas n raices distintas.

3. Seann > 0y p.q € K[z] con gr(p) < n y
gr(q) < n.Sipy q coinciden en n+ 1 puntos,
entonces son iguales.

» [TFA (D'Alembert)]: Si p € Clz] es tal que
gr(p) = n = 1 entonces p posee al menos una raiz
en C.

Se deduce mediante esto que el polinomio p debe
poseer n raices en C.

s [Factorizacién complejal: Si p € Clz] es tal que
gr(p) = n = 1 entonces existen a, ¢y, ....¢,, € Cy
naturales [y, ..., [, = 1tales que gr(p) = L, +...+1,,
\E

p(z) =alz— ) ..(z—cn)™

» [Raiz conjugadal: Si p € C[z] tiene todos sus co-
eficientes reales, y z € C es raiz de P entonces = es
también raiz de p.

» [Factorizacién real]: Si p € Rlz] es tal
que gr(p) = mn > 1, entonces existen
QL €L, ey Crny P14 G2, ..y Psy s € R tales que:

p(x) = a(z—c1)..(z—cm ) (@2 4+pr1a+q1).. (22 +psx+qs)

Donde ¢, son las raices del polinomio y (z2+pyz+
q1)s oy (22 + pox + q,) no tienen raices reales, y
a = p, en p.

» [Coeficientes enteros]: Sea p € R[z]. si £ € Q (r
y s primos relativos) es una raiz de p entonces r|pg
Y $|pn.

» [Ultima propiedad): Si p € R[x| es ménico, con
coeficientes py. ...,pn—1 € Z entonces toda raiz ra-
cional de p es entera y divide a pyp.




P1. Division de polinomios: Sean los polinomios ¢(z) = 22 + 2 + 1 y p(x) = 2% + 2372+ 4 323+2 donde
n1,n2,ns € N. Demuestre que p(z) es divisible por g(z) cualquiera sean los valores de ny,no, ng
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P2. Encontrar polinomio: Sea p € R[z] un polinomio monico con gr(p) = 3. Se sabe que p(z) es divisible
por (z — 1) y que los restos de sus divisores por (z — 2),(z — 3) y (x — 4) son iguales. Determine p(z),
justificando sus pasos y encuentre todas sus raices.
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P2. Encontrar polinomio: Sea p € R[z] un polinomio monico con gr(p) = 3. Se sabe que p(z) es divisible
por (z — 1) y que los restos de sus divisores por (z — 2),(z — 3) y (z — 4) son iguales. Determine p(z),
justificando sus pasos y encuentre todas sus raices.
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P3. Raices: Sea p(x) € R[z] el polinomio dado por:
plx) = 22" — 2% + 222 + 192 — 10

Encuentre todas las raices de p(x) sabiendo que admite una raiz racional, no entera, positiva y otra raiz
entera negativa. Factorice p(x) en R[z] y en C[z]
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P3. Raices: Sea p(x) € R[z] el polinomio dado por:
plz) = 22" — 2% + 22 + 192 — 10

Encuentre todas las raices de p(x) sabiendo que admite una raiz racional, no entera, positiva y otra raiz
entera negativa. Factorice p(x) en R[z] y en C[z]
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P4. Relaciones de Cardano-Vieta: Sea p(x) = 2 +az? + bz + ¢ un polinomio con raices «, 3,7 € C. Pruebe
que:
affy=—-¢, af+ay+8y=0b, a+8+7y=—a

(Estas son las relaciones de Cardano-Vieta para un polinomio monico de grado 3). Uselo para encontrar
las raices de g(2) = 2° — 1122 + 44z — 112 sabiendo que una de sus raices no es real y tiene modulo 4.
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P4. Relaciones de Cardano-Vieta: Sea p(z) = 234 a2% 4 bz + ¢ un polinomio con raices a, 3,7 € C. Pruebe
que:
afy=—c, al+ay+py=b, a+f+y=-a

(Estas son las relaciones de Cardano-Vieta para un polinomio monico de grado 3). Uselo para encontrar
las raices de ¢(2) = 23 — 1122 + 44z — 112 sabiendo que una de sus raices no es real y tiene modulo 4.
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