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P1 Considere (E, || · ||) un espacio vectorial normado

1. Demuestre que si (Ai)i∈I son abiertos, entonces
⋃

i∈I Ai es abierto, pruebe además que si (Ci)i∈I son
cerrados, entonces

⋂
i∈I Ci es cerrado.

2. [Propuesto] Considere E = Rn, exhiba un caso en donde (Ai)i∈N sean abiertos pero
⋂∞

i=1 Ai no lo
sea, de igual forma encuentre (Ci)i∈N cerrados tal que

⋃∞
i=1 Ci no sea cerrado

3. Demuestre que si A es abierto, entonces Int(Fr(A)) = ∅

P2 Consideramos (E, || · ||) un espacio vectorial normado

1. (Desigualdad triangular inversa) Muestre que se satisface la siguiente desigualdad

|||x|| − ||y||| ≤ ||x − y|| ∀x, y ∈ E

2. Demuestre que la aplicación || · || es continua. (Indicación: Pruebe que si (xn)n∈N → x, entonces
||xn|| → ||x|| para (xn)n∈N ⊆ E una secuencia convergente arbitraria, puede ser útil la parte anterior)

3. Considere α > 0, pruebe que el conjunto {x ∈ E : ||x|| = α} es cerrado. (Recuerde que A es cerrado
ssi A = Adh(A))

Es sabido que en el caso E = Rn todas las normas son equivalentes, es decir, dadas normas || · ||1 y || · ||2
existen constantes C1 y C2 tales que

||x||1 ≤ C1||x||2, ||x||2 ≤ C2||x||1

La propiedad anterior se pierde en e.v.n’s de dimensión infinita, a continuación un ejemplo en C([0, 1])

P3 Considere C([0, 1]) el espacio de funciones continuas sobre [0, 1] a valores en R junto a las siguientes
normas

||f ||1 =
∫ 1

0
|f(x)|dx, ||f ||∞ = supx∈[0,1]|f(x)|

1. Pruebe que C([0, 1]) es un espacio vectorial dotado de la suma y ponderación por coordenadas, demues-
tre que ||·||1 y ||·||∞ son efectivamente normas sobre C([0, 1]), y pruebe que ||f ||1 ≤ ||f ||∞∀f ∈ C([0, 1])

2. Pruebe que no existe C > 0 tal que

||f ||∞ ≤ C||f ||1 ∀f ∈ C([0, 1])

Concluya que ambas normas no son equivalentes en C([0, 1])

P4 [Propuesto] (Ley del paralelogramo) Considere (E, || · ||) un e.v.n con norma inducida por un
producto interno de modo que || · || =

√
⟨·, ·⟩, pruebe que se cumple la ley del paralelogramo

||u + v||2 + ||u − v||2 = 2||u||2 + 2||v||2 ∀u, v ∈ E
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