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P1. Verifique que

g(x) =
H(x) sin(ωx)

ω
∈ L1

loc(R), ω ∈ R\{0},

es solución en el sentido de las distribuciones de la EDO.(
d2

dx2
+ ω2

)
g = δ0

P2. a) Sea Ω ⊂ R un abierto no vació y T, S ∈ D′(R). Suponga que ⟨S, ϕ⟩ = 0 para todo ϕ ∈ C∞
0 (Ω)

tal que ⟨T, ϕ⟩ = 0. Demuestre que existe un λ ∈ R tal que S = λT .

b) [Propuesto] Suponga que d = 1 y que Ω es un intervalo abierto de R. Deduzca de la parte
anterior que toda distribución T ∈ D′(R) que verifica que T ′ = 0, es una distribución constante.
Indicación: Pruebe que ker(T1) ⊂ {ϕ′ : ϕ ∈ C∞

0 (Ω)}, donde T1 es la distribución asociada a
la función constante igual a 1. .

P3. Considere la ecuación de Schrödinger{
i∂tu+∆u = 0, x ∈ Rd, t ∈ R.
u(0, x) = u0(x), x ∈ Rd

a) Demuestre que la solución del PVI se puede escribir como:

u(t, x) =
e

i|x|2
4t

(4πit)d/2
∗ u0.

b) Denotando por eit∆ al operador

eit∆u0 = F−1
(
e−it|ξ|2 û0

)
, u0 ∈ S(Rd),

pruebe que

∥eit∆u0∥L2(Rd) ≤ ∥u0∥L2(Rd) y ∥eit∆u0∥L∞(Rd) ≤ C|t|−
d
2 ∥u0∥L1(Rd)

c) [Propuesto] Concluya que si t ̸= 0, 1p + 1
p′ = 1, p′ ∈ [1, 2],

eit∆ : Lp′(Rd) → Lp(Rd)

es continua y

∥eit∆u0∥Lp(Rd) ≤ |t|−
d
2

(
1
p′−

1
p

)
∥u0∥Lp′ (Rd)

P4. Sea ϕ ∈ D(R) no idénticamente nula. Pruebe que ϕ̂ ̸∈ D(R).
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Resumen

1. Espacio D(R) de funciones test
Sea Rd abierto no vaco. El (buen) espacio topológico de funciones test, denotado D(R), consiste en
el espacio C∞

0 (R) dotado de la siguiente noción de convergencia: Una secuencia ϕn ∈ C∞
0 converge

en D(R) a la función ϕ ∈ C∞
0 ssi

a) Existe un compacto fijo K ⊂ Ω tal que el supp(ϕn − ϕ) ⊆ K,∀n ∈ N.
b) supx∈K |∂αϕn(x)− ∂αϕ(x)| → 0.

2. Espacio de funciones clase Schwartz S(Rd)
Se definen como las funciones suaves de rápido decrecimiento

S(Rd) := {f ∈ C∞(Rd)|∥f∥(n,m) < ∞ para cualquier n,m ∈ N}.

donde se define la seminorma como ∥ · ∥(n,m) como

∥f∥(n.m) = ∥xn∂m
x f∥∞

3. Transformada de Fourier
Se define la Transformada de Fourier F : S(Rd) → S(Rd) como

F(φ)(ξ) =
1

(2π)
d
2

∫
R
e−iξ·xf(x)φdx.

Dicho operador esta bien definido. Más aun, define un mapeo lineal, continuo, biyectivo, continuo y
de inversa continua. Análogamente, podemos extender la definición anterior a la Transformada de
Fourier para distribuciones F : S ′(Rd) → S(Rd) como

⟨FT, φ⟩ = ⟨T,F(φ)⟩, φ ∈ S(Rd).

Dicho operador cumple las mismas buenas propiedades que el anterior.
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