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Logros de aprendizaje:

e Comprender la importancia de los modelos exponenciales, logisticos y sinusoidales.

e Entender la teoria elemental asociada a los modelos exponenciales, logisticos y sinusoidales.

e Aplicar los modelos estudiados en contexto a través de la interpretacion de gréficos y datos.

Contenidos:

e Funcién Exponencial y Logaritmica

e Funcion Sinusoidal

e Modelos de Crecimiento y Decaimiento Exponencial
e Modelo Logistico

e Modelo Sinusoidal
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ITEM I: Investigacién

La meta de este item es mostrar la importancia de los modelos estudiados en clases. Para esto se les pide
investigar en algunos temas sin demasiada rigurosidad, debido a que pueden encontrarse con bibliografia muy
avanzada. Estd permitido el uso de pdginas de internet sobre divulgacion cientifica, libros y articulos.

1. [6 puntos]

a)

b)

[2 puntos] Explique en sus palabras la diferencia del modelo exponencial y el modelo logistico en el
contexto de modelamiento de poblaciones.

[4 puntos] Investigue una situacién en la que se haya usado un modelo logistico para modelar el
crecimiento de una poblacidon. Fundamente su respuesta usando bibliografia adecuada. Utilice citas en
formato APA.

2. [6 puntos]

a)

b)

[2 puntos] Investigue y explique en sus palabras la Transformada de Fourier Rdpida (FFT por su sigla en
inglés) y explique su relacién con el modelo sinusoidal. (Hint: Puede ser de utilidad la expresion matematica
= ()+ ( ), esdecir, esunacombinacion de funciones sinusoidales)

[4 puntos] Explique en sus palabras el uso de FFT en el procesamiento de imagenes en el contexto médico.
Fundamente su respuesta usando bibliografia adecuada. Utilice citas en formato APA.
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iTEM II: Teoria Elemental

En este item la meta serd evaluar sus conocimientos acerca de los modelos exponenciales y sinusoidales a través
del estudio de propiedades intrinsecas de estos modelos.

1.1: Modelos Exponenciales

1. [4 puntos] Los modelos exponenciales son conocidos entre otras cosas por su gran utilidad en el contexto
de ecuaciones diferenciales. Determine un modelo exponencial f tal que
f*(t) — 6f'(t) + 9f(t) = 0 y f(In(2)) = 16.

2. [4 puntos] La oracién “la razén de cambio de la poblacidn es proporcional a la poblacién” se ve inofensiva,

sin embargo se puede probar que describe con toda precisién al modelo exponencial, esto es, el Unico
modelo P(t) tal que P'(t) = ¢ P(t) es el modelo exponencial.

El modelo logistico en cambio puede entenderse como una sofisticacion del modelo exponencial, pues
satisface que “la razén de cambio de la poblacién es igual a la poblaciéon actual multiplicada por una
constante que depende de la poblacién”, esto es, si P(t) es un modelo logistico, existe una funcién f tal que

P'(t) = f(P)P(L) .

ac

oy —at » €ntonces f(P) = a — bP e interprete el resultado.

Compruebe que si P(t) =
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11.2: Modelos Sinusoidales

1.

b)

[8 puntos] Los modelos sinusoidales son también conocidos entre otras cosas por sus aplicaciones en
ecuaciones diferenciales. Dado que los modelos sinusoidales oscilan, se puede comprobar que son los
candidatos naturales para modelar resortes entre otras cosas.

[4 puntos] La ley de Hooke junto a la segunda ley de Newton implican que una objeto de masa m amarrado
a un resorte describe una trayectoria f(t) (ver figura) tal que

mf"(t) + kf(t) =0,

donde K es una constante positiva que depende del resorte y t es el tiempo. Determine constantes A, Wy p
tales que f(t) = A cos(wt — p) satisface tanto la ecuacién anterior como las condiciones iniciales

f(0) = 2y £(0) = 0.

[4 puntos] Cuando ademads se considera una amortiguacion no demasiado fuerte (como la resistencia del
aire por ejemplo) se puede probar que: iEl modelo natural resulta ser una combinacién entre un modelo
sinusoidal y un modelo exponencial! Este modelo suele tener la forma

f(t) = Ae tcos(wt — p),

donde c es una constante positiva.

Calcule el limite de f(t) cuando t —» oo y argumente por qué es que tiene sentido decir que la amplitud de
f(t) varia en el tiempo. Finalmente use lo anterior para argumentar por qué es que es buena idea modelar
un resorte amortiguado con esta funcién.
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iTEM I11: Aplicaciones

En este item se estudiardn aplicaciones de los modelos exponenciales, logisticos y sinusoidales en contexto, a
través de gréficas y datos.

1. [4 puntos] El nimero de casos de Tuberculosis de Estados Unidos ha disminuido continuamente desde
1956 como muestra el siguiente grafico:

Casos de Tuberculosis en Estados Unidos

80
60
40 |-

20

Numero de casos
(en miles)

1956 1966 1976 1986 1996 2006

Afio

a) [2 puntos] Modele la informacién dada a través de un modelo exponencial.

b) [1 punto] Use el modelo determinado en la parte anterior para estimar la cantidad de enfermos por
Tuberculosis el afio 2021.

c) [1punto] Use el modelo anterior para determinar desde qué aifo habran menos de 1000 casos.
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2. [5 puntos] La semivida de un farmaco en la sangre es el tiempo que tarda en elimiarse en promedio la
mitad de la concentracién plasmatica alcanzada por una dosis del mismo. Para las siguientes preguntas asuma
gue la concentracién después de un tiempo t responde a un modelo de decaimiento exponencial, es decir,

C(t) = Cpe .

a) [2 puntos] Determine una féormula para calcular la semivida de cualquier farmaco en la sangre que dependa
de los parametros del modelo de decaimiento exponencial. ¢ Por qué la férmula no depende de Cy?

b) [3 puntos] Algunos antidepresivos provocan efectos secundarios al dejar de ser consumidos. Esto es
conocido como Sindrome de Descontinuacidn y tipicamente comienza cuando 90% de la dosis ha dejado el
sistema. La fluoxetina es un antidepresivo comun con una vida media de 5 dias. Estime la cantidad de
tiempo necesaria para que aparezca el Sindrome de Descontinuacién desde que la Fluoxetina fue
consumido por ultima vez.
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3. [7 puntos] La cantidad de personas enfermas por Covid en los paises Austria (a), Suiza (b), Paises Bajos (c),
Italia (d), Turquia (e) y Corea del Sur (f), t dias después de confirmar 10 casos esta graficada con puntos azules,
mientras que la curva verde muestra un modelo logistico simple (ver publicacién completa).
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Asuma que en Turquia la cantidad de personas enfermas a los 20 dias era de 25000 y recuerde que en el dia 0

hay exactamente 10 contagiados.

a) [2 puntos] Determine un modelo exponencial que se ajuste a los datos de Turquia dados.

b) [3 puntos] Ahora asuma ademas que a los 40 dias hubieron 100000 contagiados y determine un modelo

logistico que se ajuste a los datos de Turquia dados.

c) [2 puntos] Estime usando ambos modelos la cantidad de contagiados que se supondria que habrian a los 80
dias y use la gréfica para determinar qué modelo es mas acertivo.
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4. [8 puntos] En un ecosistema de Presa-Depredador, el nimero de depredadores y el nUmero de presas
tiende a variar periédicamente. En cierta regién con coyotes como depredadores y conejos como presas, la
poblacion de conejoses () =1000+ 150 (2 )y el nimero de coyoteses () =200+50 (2 —3 /
2), donde t estd medido en afios a partir de 1996.

a) [1punto] Determine el maximo de conejos y coyotes posibles en este sistema.

b) [1 punto] Determine el afio exacto en el cual la cantidad de conejos y coyotes es maxima (cada una por su
parte) por primera vez.

c) [4 puntos] Pruebe que la razén de cambio de la cantidad de conejos es proporcional a la razén de cambio
de la cantidad de coyotes salvo por el signo, es decir, la razén de cambio de R(t) es una constante negativa
multiplicada por la razén de cambio de C(t). Interprete el resultado.

d) [2 puntos] Grafique R(t) y C(t) en una misma gréfica e interprete en el contexto del problema.
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5. [8 puntos] Un electrocardiograma entrega una visualizacion de la actividad eléctrica del corazén a través de
graficas que a simple vista uno describiria como ondas. Una investigacidon un poco mds minuciosa nos hard
darnos cuenta que la visualizacién entrega ondas no necesariamente periddicas y extremadamente puntiagudas,
por lo que uno estaria tentado a decir que esas graficas no pueden provenir de funciones sinusoidales. Este
argumento, aunque razonable, esta muy errado. Es un hecho matematico que cualquier sefial razonable puede
ser escrita como una suma de funciones sinusoidales. En este ejercicio veremos como es que una onda

triangular no es mas que una suma de funciones sinusoidales apropiadas.

Considere la funcidn triangular f(t) dada por

(f es una funcién formada por trozos de recta y tal que f(0) =— 1,f(2) = 1,f(4) =— 1, etc). Considere ademas
la familia de funciones

—__ 8 (2 -1
()= (2—1)22005( 2 )
definida paran=1,23,...

a) [2puntos] Calcule 1( ), 2( ), 3( ) yFX) =f(x)+ fa(x) + f3(x).
b) [2 puntos] Argumente por qué F(X) y f(X) tienen el mismo periodo.

c) [2 puntos] Estime la diferencia entre F(X) y f(X) para al menos tres valores, es decir, calcule |F(X) — f(X)|
para al menos tres valores de X. (Sugerencia: Use X = 0,1y 2)

d) [2 puntos] Grafique F(X) y f(X) en el intervalo X  (0,4) en un mismo grafico usando un software a su
eleccién. (Sugerencia: Use Geogebra)

Como habrd notado, F(X) no es precisamente f(X), sin embargo eso se debe a que no hemos tomado suficientes
funciones . Aunque puede sonar un poco decepcionante, para lograr la igualdad necesitamos nada mas ni
nada menos que infinitos , sin embargo en la practica basta con tomar unos pocos para encontrar una
excelente aproximacién. En el siguiente link puede encontrar lo que pasa cuando se suman hasta las primeras
20 funciones, logrando asi una aproximacién muy precisa.
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